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PRÉFACE 


Ce livre est un manuel de programmation linéaire destiné aux 
étudiants et boursiers de thèse en mathématiques, mathématiques 
appliquées et cybernétique économique. Il s'adresse également aux 
ingénieurs qui utilisent les modèles mathématiques de phénomènes 
réels. 

Il paraît que les propriétés des systèmes d'inéquations linéaires 
excitent depuis longtemps l'intérêt des savants. Autour des années 
1930, on dégage la classe des problèmes d'extrémum définis par une 
fonctionnelle linéaire sur un ensemble donné par des contraintes 
linéaires. Parmi les premiers savants qui étudient les programmes 
linéaires sous forme générale, on voit John von Neumann, grand 
mathématicien et physicien, à qui l’on doit le théorème fondamental 
des jeux matriciels et un modèle économique qui porte son nom, 
et le prix Nobel Lev Kantorovitch, de l'Académie des Sciences de 
l'U.R.S.S., qui formule plusieurs problèmes de programmation 
linéaire et établit pour eux une méthode ressemblant beaucoup 
à la technique simpliciale. 

En 1930, Tolstoi pose un problème de transport. Gavourine et 
Kantorovitch élaborent des procédés de résolution des programmes 
linéaires. Depuis la Deuxième Guerre mondiale, la programmation 
linéaire devient l’objet d’un vif intérêt aux Etats-Unis d'Amérique. 
La méthode du simplexe est mise au point par Dantzig suivi par 
Charnes, Ford et Fulkerson. Gale, Kuhn et Tucker s’inspirent des 
idées de von Neumann pour démontrer un théorème de dualité. 

L'expérience accumulée en la matière montre qu'à part la mise 
en œuvre des algorithmes efficaces, un rôle toujours plus grand re- 
vient aux méthodes qualitatives permettant d'étudier les propriétés 
des problèmes de programmation linéaire. Notre livre y accorde 
notamment un peu plus d'attention que ce n'est la règle. 

Le livre contient huit chapitres. 

Le Chapitre premier est une sorte de préliminaire. On y examine 
certaines questions générales relatives aux modèles et plusieurs 
problèmes significatifs conduisant aux programmes linéaires. On 
formalise ceux-là moyennant des exemples concrets pour“ que le 
lecteur se familiarise avec le passage au symbolisme vectoriel et 
matriciel. Lorsqu'on aborde un modèle formel, on établit sës.avanta- 
ges sans oublier ses inconvénients afin de mettre en garde“quiconque 
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voudra mettre en absolu les résultats et les recommandations mathé- 
matiques. 

Le Chapitre IT est consacré à la théorie des ensembles polyédri- 
ques convexes. Bien que la dualité et la méthode du simplexe puis- 
sent être exposées sans qu'on insiste là-dessus, nous estimons qu'on 
ne saurait comprendre en profondeur les problèmes de programmation 
linéaire sans connaître la structure des ensembles polyédriques. 
L'auteur a fait de son mieux pour être accessible. Les propriétés 
et les notions de base sont illustrées par des exemples et des figures 
qui rendent géométriquement sensibles (surtout dans le plan, plus 
rarement dans l’espace de dimension 3) les idées fondamentales. 
Le fait de discuter au préalable chaque résultat rend celui-ci intuiti- 
vement évident, si bien que dans certains cas (peu nombreux) le 
lecteur peu familier des démonstrations abstraites peut omettre 
celles-ci sans que la compréhension de la question traitée s’en res- 
sentisse. 

Le Chapitre III formule et démontre les théorèmes de dualité, 
résultat fondamental de la programmation linéaire. 

Le Chapitre IV effectue une analyse qualitative des solutions de 
certains modèles significatifs et cite d’autres domaines d'application 
de la théorie de la dualité. Il donne par exemple le théorème du 
turnpike pour le modèle dynamique de Leontief (et on discute la 
signification de ce résultat important) et le théorème de substitution 
pour le modèle dynamique de relations intersectorielles. À part le 
théorème des jeux matriciels de von Neumann, exemple classique 
d'utilisation de la théorie de la dualité, on y trouve des résultats 
concernant les propriétés des ensembles des solutions des jeux à 
personnes, toutes les démonstrations étant rendues particulièrement 
simples grâce au concept de dualité. [1 y a lieu de signaler le théorè- 
me de Frobenius-Perron parlant des propriétés des matrices non 
négatives. On démontre le principe discret du maximum en program- 
mation linéaire. 

Le Chapitre V traite la méthode du simplexe. 

Le Chapitre VI prépare le lecteur à appliquer la méthode du 
simplexe en programmation linéaire en nombres entiers. On décrit 
une autre manière de structurer l'information numérique (le tableau 
simplicial sous forme « lexicographique »). Cela sert de support 
d'une méthode de résolution des problèmes lexicographiques qui 
sera utilisée dans la suite pour motiver l'algorithme de Gomory de 
la programmation en nombres entiers. 

Le Chapitre VIT se propose de montrer la façon dont la procédure 
de calcul de la méthode simpliciale varie pour des classes spéciales 
de programmes linéaires. On s'appuie en premier lieu sur le problème 
de transport classique. Après avoir examiné la théorie rudimentaire 
des réseaux de transport, on montre que l'algorithme de simplexe 
se réduit dans ce cas à exécuter plusieurs opérations logiques pour 
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chercher les cycles du réseau. Une grande place est réservée à la 
programmation linéaire en nombres entiers et à certains modèles 
significatifs associés (problème du voyageur de commerce, problème 
du havresac, etc.). 

Le Chapitre VIII donne une idée des difficultés consécutives 
à un problème mal posé. On discute l’importance de la question vu 
que toute information statistique reflète d’une façon approchée 
une situation réelle. On donne des exemples de méthodes de régula- 
risation issues des idées de Tikhonov. 

Le texte de presque tous les chapitres est suivi d’Exercices. 

L'auteur tient à exprimer sa reconnaissance à tous ses confrères 
de la chaire de Recherche opérationnelle à l'Université de Moscou 
qui l'ont grandement aidé à écrire ce livre. 


S. Achmanov 


CHAPITRE PREMIER 


MODÈLES LINÉAIRES 


$ 1. La programmation linéaire et les 
modèles linéaires 


La programmation linéaire est un chapitre de la programmation 
mathématique qui étudie les méthodes de recherche de l'extrémum 
lié des fonctions de plusieurs variables. En Analyse mathématique 
classique, on se propose bien de chercher l’extrémum lié d’une 
fonction, mais dans plusieurs cas pratiques les procédés usuels 
s'avèrent insuffisants. Avec le progrès technique et industriel et 
l'implantation des ordinateurs, un rôle toujours plus grand incombe 
à la recherche des solutions optimales dans diverses sphères de 
l’activité humaine. Les problèmes d'optimum sont résolus essentiel- 
lement par recours aux modèles mathématiques, i.e. par une descrip- 
tion formelle du phénomène réel qu'on étudie ensuite par des moyens 
mathématiques. | 

Voyons certains problèmes majeurs de la construction des modè- 
les. Modéliser une situation réelle, c’est faire de l’idéalisation et de 
l’abstraction (on simplifie la position du problème et on néglige 
un peu son caractère spécifique). Prenons le problème scolaire d’un 
train qui part de À vers B. Ce modèle élémentaire illustre bien ce 
que nous venons de dire. En effet, si l’on suppose que le train va 
à une vitesse constante, on idéalise le phénomène car cela n'arrive 
guère dans la vie. D'autre part, les écoliers font abstraction du conte- 
nu du problème: s'ils ont une autre fois à résoudre un problème 
analogue relatif à une auto, ils procéderont de même sans se soucier 
de la différence entre les moyens de locomotion. 

Mais ni l’idéalisation ni l'abstraction ne doivent pas être poussées 
trop loin, sinon le modèle élaboré cesse de traduire les traits essentiels 
de l’objet modelé, i.e. il ne lui est pas adéquat. D'autre part, si 
l’on construit un modèle complexe reflétant les moindres détails 
du phénomène, cela risque de saper les bases mêmes de la théorie des 
modèles dont l’un des buts est de simplifier le problème à étudier 
(un modèle trop compliqué ne se prête, en général, pas à l’analyse). 
L'art de modélisation, mathématique ou non, consiste à représenter 
le maximum de facteurs par les moyens les plus simples. Aussi on 
opère souvent de façon itérative. Dans un premier temps, on établit 
un modèle relativement simple et on l'analyse pour voir lesquelles 
des propriétés essentielles de l’objet concerné sont omises par le 
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schéma formel donné. Dans un second temps, on améliore le modèle- 
initial. 

Dans la plupart des cas, la réalité est approchée au degré 1 par 
un modèle dans lequel toutes les relations entre les variables caracté- 
ristiques de l’état de l’objet sont supposées linéaires. On constate 
souvent une analogie complète avec une fonction quelconque dont 
on veut connaître le comportement : l'information très importante, 
quelquefois exhaustive, provient en l'occurrence de l'étude de la 
dérivée (dans le voisinage de chaque point, on substitue à la fonction 
une relation linéaire). Les modèles linéaires décrivent d'une manière- 
suffisamment fidèle et complète de nombreuses situations économi- 
ques, techniques, etc. 

On comprend donc le rôle qui échoit à la programmation linéaire, 
procédé de recherche de l’extrémum lié d’une fonction linéaire sur 
un ensemble défini par des relations linéaires de type équation et. 
inéquation (contraintes linéaires). 


$ 2. Exemples de modèles linéaires 


On trouve dans ce paragraphe plusieurs modèles simples assez 
connus qui représentent chacun une situation réelle. On les range- 
parmi les modèles économico-mathématiques car ils utilisent cet 
indice économique qu'est le coût. Le fait est que la programmation 
linéaire sert essentiellement d'outil dans l’étude des modèles mathé- 
matiques relevant de l’économie. 

Le premier modèle du paragraphe est le problème du régime ali- 
mentaire. Îl est étudié avec force détails pour familiariser le lecteur 
avec la manière dont on formalise les problèmes significatifs et dont 
on passe au symbolisme matriciel. Après avoir présenté un modéle, 
on vérifie chaque fois s'il est adéquat au phénomène concerné. 
Si nous insistons sur les défauts majeurs des formulations abstraites. 
spéciales à un modèle mathématique, c’est pour mettre en gar- 
de un lecteur désireux de porter à l'absolu les résultats qui s’ensui- 
vent. 

1. Problème du régime alimentaire. On se propose de réaliser 
l'alimentation la plus économique (i.e. la moins chère) qui respecte 
certaines recommandations du médecin. Ce problème intervient 
lorsqu'on a à nourrir une grande collectivité (les soldats, la clientele- 
d'une maison de cure, etc.). On suppose connue la liste de nr aliments. 
disponibles (pain, sucre, beurre, huile végétale, lait, pomme de- 
terre, ...) notés F,, F,, ..., F,. Soient N,, N,,..., N, Îles 
composants caractéristiques des aliments (vitamines, substances 
minérales, lipides, protéines, glucides, calories, . . .). On connaît. 
la composition nutritive prescrite des F;, à — 1, 2, ...,n. i.e. 
la quantité de chaque élément ci-dessus par unité (kilogramme, 
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gramme) d'aliment. On construit le tableau résumant cet énoncé: 
FilsssE;rr 


Ni Gi Gp... 44; ... din 
Na Go A2 +. Aoj + + + Aon 
N; &;i: dis +. djp--. in 
Nm Am: m2 ---+ Amÿ -- + Amn 


Les éléments du tableau forment une matrice à m lignes et r colonnes. 
On la note À et on lui donne le nom de la matrice de la nutrition. 

On admet qu'on a établi une ration alimentaire x = (z,, ze, . .. 
- + Z\) pour une période (un mois, pour fixer les idées). En d’autres 
termes, on doit utiliser x, unités (kilogrammes, grammes) de F;, x: 
unités de F,, . .. par personne et par mois. On calcule aisément 
la quantité mensuelle de vitamines, lipides, glucides, … contenue 
dans la nourriture. L'apport de l’élément nutritif V, est égal à 

Al Ÿ Goo + eee + Œintn 

parce que zx, unités de l'aliment F, contiennent, conformément à la 
matrice de la nutrition, a,,z, unités de W,; on y ajoute la part 
GjeTs de V, dans x, unités de l’aliment F,, et ainsi de suite. On opère 
de même pour les autres éléments nutritifs V; en présence dans la 
ration (Z;, Ts, . . ., Th). 

On suppose que la médecine impose des conditions déterminées 
à la quantité de chaque W;, i = 1, 2, ..., m, nécessaire aux hom- 
mes pour la période envisagée. Elle stipule par exemple que la 
quantité de la vitamine C doit être au moins égale à une norme 
donnée (pour conjurer le danger du scorbut) ; le régime doit procurer 


au moins une telle quantité de calories, ... Ces exigences forment 
le vecteur b — (b,, b:, ..., bm) dont la i-ième coordonnée b:; 


représente la teneur minimale prescrite en , de la ration alimen- 
taire. Cela veut dire que les composantes x; du vecteur x doivent 
satisfaire au système de contraintes 


Qunty + Qele + eee + Gintn > bi, 
Gal + uolo À ee + Contn > Vos (1.1) 


Ami -L Amals + ee ee ee + Amnln > 0: 


On note de plus que bien que le problème n'ait pas de sens que si 
toutes les variables x,, ze, ..., zx, sont non négatives, on doit 
insister sur ce fait lorsqu'on formalise notre situation significative. 
En effet, en calcul automatique, l'ordinateur ne peut pas tenir 
compte de l'information relative à la signification de toutes les 
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entrées. Ainsi, on adjoint à (1.1) les inégalités 
T0, 2 =0e:s.7, >0. (1.2) 


Il est clair que tout régime alimentaire proposé pour la période 
<onsidérée est tenu de remplir les conditions (1.1) et (1.2). Or, ces 
régimes peuvent être une infinité, et le médecin cède la place au 
comptable. 

Soient C1, C», . . ., €, les prix des aliments F,, F,,...,F, 
respectivement, si bien que le coût de la ration x = (x,, x:, ... 
… ….. Zn) S'écrit 

CT Cds se Cid. (1.3) 


Le problème du régime alimentaire s'énonce finalement comme 
suit: parmi tous les vecteurs x = (x,. xs, . .., x,) vérifiant les 
contraintes (1.1), (1.2), trouver celui qui minimise (1.3). 

Notre problème se trouve formalisé. A l'étape suivante, on ramè- 
ne (1.1) à (1.3) à une forme plus commode. Etant donnée la règle 
de la multiplication d'une matrice par un vecteur, on peut dire que 
chacune des m expressions du premier membre des inégalités (1.1) 
est une coordonnée du vecteur Az, où À est la matrice de la nutri- 


tion. Soient u = (u,, Us, . . ., Um), LE = (Lys Las + +, Um) deux 
vecteurs de même dimension (ayant un même nombre de coordon- 
nées). On convient d'écrire u > tv si u, > bi, Us > La, . . ., Um > 
> Um. Le système (1.1) se récrit 

Az > b. 
L'inégalité zx > 0 signifie que le vecteur x = (x,, ze, . .., x,) 


a toutes ses composantes non négatives. Quant à l'expression c,x, + 
+ Cola + ... + c,x,, elle s écrit comme produit scalaire (c, x) 
de deux vecteurs, où © = (c;, Cu, . . ., Cn). 

Avec ces conventions, le problème de déterminer le régime ali- 
mentaire le moins coûteux s'écrit brièvement en notations matriciel- 
les : 

min (C, x) (1.4) 
Az >b, zx >0. | 


Dressons le bilan. Nous avons mis un problème assez vital sous 
forme mathématique rigoureuse, ce qui autorise à utiliser, pour 
chercher sa solution, toute la gamme des méthodes mathématiques. 
D'autre part, les formules (1.1) à.(1.4) ne laissent rien paraître du 
contenu réel du problème, si bien qu'aucun effort mathématique 
ne nous sauvera des résultats abracadabrants au cas où le modè- 
le (1.4) néglige certains facteurs importants du point de vue de sens. 
On voit par exemple que ce modèle ne reflète pas d'une façon exhaus- 
tive la situation originelle. Il suffit de dire que les contraintes 
médicales imposées à la quantité nécessaire de l'élément W, peuvent 
être autres : cette quantité doit être au plus égale à un nombre donné. 
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(Cette contrainte supplémentaire est, à vrai dire, facile à introduire, 
et le problème (1.4) ne varie guère.) On n'oubliera pas non plus que 
les contraintes (1.1) et la fonction à minimiser (1.3) traduisent les 
desiderata d’un médecin et d’un économiste et ignorent ceux des 
hommes qui sont censés pratiquer ce régime alimentaire. Le modè- 
le (1.4) n’exige pas que la ration (régime) alimentaire soit mangeable. 
Parlons d’une tentative d'élaborer une ration bon marché. 

Un article a paru en 1945 qui traitait un problème du régime 
alimentaire avec des caractéristiques numériques concrètes (voir [111]). 
On a pris 77 aliments et 9 éléments nutritifs tels que la vitamine À, 
les protéines, les glucides, etc., et on a calculé la ration alimentaire 
annuelle par personne. La méthode du simplexe (voir ch. V) a donné 
une solution optimale. Etant données les particularités du procédé, 
la solution ne comprenait en tant que strict nécessaire que 9 aliments 
sur 77 produits disponibles, à savoir la farine de froment, le maïs, 
le lait condensé, l'huile végétale, le lard, le foie de bœuf, le chou, 
la pomme de terre, l’épinard. Le régime alimentaire ainsi obtenu 
coùûtait 39 dollars 67 cents (estimations 1939) et était absolument 
insipide, donc inacceptable, tandis que le prix d’un régime raison- 
nable élaboré par un diététicien était 115 X. 

Cette expérience malheureuse est fort instructive, mais on ne 
doit pas en conclure à l'échec du modèle décrit. Primo, on peut 
adjoindre aux contraintes les conditions limitant la quantité de 
chaque aliment consommé et les conditions qui tiennent compte 
de la compatibilité de divers aliments. Secundo, une méthode libre 
de certains défauts du procédé simplicial aboutit à une solution 
optimale qui constitue un régime plus riche. 

Nombreux sont par ailleurs des cas d'autres domaines où le 
modèle décrit s'applique tel quel sans qu’on change d’énoncé et de 
procédé standard de résolution. Ainsi, on l’a utilisé avec succès 
pour réaliser l’alimentation la moins coûteuse pour les bovins [12]. 
Un autre exemple est l'élaboration de plusieurs mélanges de pro- 
duits pétroliers qui soient le moins chers tout en satisfaisant à cer- 
taines caractéristiques techniques (indice d’octane, volatilité, etc.). 
On espère donc un développement des applications du problème 
du régime alimentaire. 

2. Problème de transport. Soient m points S,, So, ..., Sm 
qui produisent un bien homogène (charbon, ciment, ...), le volume 
de production de S; étant a; unités. Soient n points Q,, Q., ..., Q, 
consommateurs de ces produits, le déficit de Q; étant b; unités, 
Îj = 1, 2,...,n. On demande un programme de transport entre 
Sin i—=1,2,...,m,et Q;,j = 1, 2, ..., nr, tel qu'on comble les 
déficits b;, évite une disponibilité excessive et minimise la dépense 
de transport. 

Soit c;; le coût de transport d’une unité (disons, d’une tonne) du 
produit de S; vers Q;. On suppose que le problème est linéaire, si 
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bien que le coût de réalisation du transport de x;; unités entre ces 
points est égal à c;;tij. 

On appelle programme de transport un ensemble de nombres 
(ti), = 1, 2,..., m, j — 1, 2, ..., n, qui respecte les con- 
traintes 


n mt 


Tij = G;;, 2, zu = by (1.5) 


ES 


2= 


L20, 11,252: M j=1, 25:54, 
On interprète facilement les équations (1.5): étant donné (x;;), 
nn 


on transporte de S; à Q; les produits en quantité Ÿ z;, qui doit être 
j=1 
égale à la disponibilité a;. Le point Q; reçoit au total, en provenance 
m 


de tous les S;, les biens en quantité S zx;; qui doit être égale à la 
i=1 


demande b;. Dans ce cas, la dépense de transport est 


n m 
> >, Cijlij (1.6) 
J=1 is 1 


Le problème de transport s'énonce finalement comme suit: 
parmi tous les ensembles (x;;) vérifiant les contraintes (1.5), trouver 
celui qui rend (1.6) minimal. 

3. Utilisation rationnelle des terres à cultiver. Soient m terres 
Sys Sor + + +» Sm SUr lesquelles on peut procéder à divers types de 
cultures. Les terres diffèrent soit par la position, soit par le sol. 
Sur chacun de ces champs S;, à — 1, 2, .., m, une ou plusieurs 
cultures (froment, seigle, maïs, pomme de terre, ...) Q,, Q:, ... 
.<.., Q, Sont possibles. On suppose que le rendement de S; ensemen- 
cé en Q, est a;; quintaux par hectare. On note a; la surface en hectares 
du champ S;. Les contraintes du problème sont les suivantes: 
on se donne le programme de production b; de chaque culture @Q;. 
On connaît les prix d’achat c,; de chaque produit Q,; on demande un 
programme d’ensemencement des terres qui maximise le bénéfice 
réalisé par la vente des produits agricoles. 

Soit z;; la surface (en hectares) du i-ième champ occupé par la 
culture Q;. Le modèle mathématique du problème proposé s'écrit 


n m 
à KV 
max > C; 2 dijti; 
J=1 1—=] 
n m 


& 
È Ti dis Ê CRETE AT 


Zy20, i=1, 2,..., m, j=1, 2, ...,n. 


14 MODÊELES LINÉAIRES [CH. 1 


&. Elaboration d'un programme de production. On examine 
l’activité d’une unité économique (usine, atelier). On demande un 
programme de production tel que les objectifs soient réalisés le 
mieux possible. On connaît le potentiel technologique de l’économie, 
ainsi que la quantité des ressources (matières premières) disponibles. 
Soient m ressources R,, R:, ..., Rn qui peuvent être le métal, 
l'énergie électrique, les produits livrés par d’autres entreprises. 
On suppose que l’économie produit #7 biens G;, G:, ..., G,. 

On appelle activité produisant le bien G; un ensemble de nombres 
(a;;), à = 1, 2, ..., m, qui représentent la quantité des ressources. 
R; nécessaire pour fabriquer une unité de G;. Ainsi, on assimile la 
production du bien G, à une chaîne de fabrication qui consomme suc- 
cessivement les ressources en quantités @jj, jo, Œgys + + +» Œm1 POUT 
donner à la sortie une unité du bien G,. 

On forme la matrice technologique 


G, G, 16; Ge 


Ry Gyy Go -.. @ij ... ain 
Ry Go Goo +. Qoj ... Gon 
Ri Gi Giz -..Qij +. ni 


Rh Am: m2 --- Amj-:- mn 


qui décrit l’ensemble des activités de l’unité économique donnée. 
On la désigne par À. 

Soit donnée la quantité b; des ressources R;, i = 1, 2, ..., m, 
consommées par l’entreprise; on pose b = (b,, b,, . .., b) (vecteur 
des ressources). On appelle programme de production un vecteur 
ZT = (Zy, Zs, . . ., z,) qui fixe la quantité des biens G;, G,, ..., Gh 
à produire. 

On suppose que la technologie est linéaire, i.e. la dépense de 
ressources est directement proportionnelle au volume de production. 
On admet plus précisément que les biens consommés pour la fabrica- 
tion de x; unités de G; sont définis par le vecteur (a;;x;, asjx;, 

... Amjtj), et en présence de plusieurs activités ces dépenses 
s'additionnent. 

Ainsi, les dépenses en ressources nécessaires pour réaliser le 
programme de production x = (x;, Z2, . . ., Z,) sont données par 
le vecteur de coordonnées 


Œula À Guole + + + + + AinTns 
Gil À Agele F +. + CanTns 


mali + Am2lo + . « + AmnLn): 
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ou, en notations matricielles, par le vecteur Az. La condition de 
ressources limitées s'écrit Az < b. Etant donné un vecteur des 
ressources b, l’unité économique considérée produit donc tout en- 
semble de biens x vérifiant les contraintes Az <b, z>0,. Ce 
vecteur x n’est en général pas unique, et on a à choisir un programme 
optimal (dans un sens). 

Voyons le problème d'optimum posé de deux manières différen- 
tes. Soit donnés les prix © = (c,, C2, - . ., c,) des biens produits. 
G, Go, - .., Gn. On demande un programme de production pour 
lequel le coût des produits soit maximal. Formalisons ce problème : 


max (c, x) 
Az <b, x >t. (1.7) 


Cela correspond à la planification en volume. S' agissant de la 


nomenclature, on procède autrement. Soit z = = (x, To, de z,) 
le vecteur lot de biens fabriqués; on veut que le nombre de lots 
soit aussi grand que possible. On désigne par & le nombre de lots 
sortis par l’entreprise. On prend le problème 


max œ 

Az < b, z> ax, x >. (1.8) 
L'inégalité zx > ar signifie que Le vecteur z — = (er 44 1) 
contient au moins & lots complets z — (2, Le, + z,.). 


Les modèles (1.7), (1.8) ont beau refléter certaines propriétés. 
de la production réelle, ils sont très idéalisés. [ls ne tiennent pas 
compte par exemple de ce facteur essentiel qu'est le temps. On sup- 
pose en outre que les ressources nécessaires R;, i — 1, 2, ..., m, 
ne font jamais defaut. Ainsi, on néglige les problèmes brülants 
relatifs à la dynamique de la production et au caractère rythmique: 
des livraisons. Nos modèles n'incorporent pas non plus la dépense 
en main-d'œuvre ni plusieurs autres indices inhérents à tout proces- 
sus productif réel. 

5. Modèle dynamique de planification. De nombreux modèles. 
des problèmes de production relèvent du bilan des échanges inter- 
industriels. [1 n’entre pas dans nos intentions d'exposer l'historique 
de cette méthode d'étude de l’économie nationale. On rappelle 
seulement que l’idée en est née en Union Soviétique autour des an- 
nées 1920 pour être ensuite développée par les économistes améri- 
cains (voir [14)). 

Le modele d'équilibre intersectoriel et ses diverses modifications 
ont inspiré de nombreux auteurs (on n’a qu’à s’adresser aux ouvra- 
ges [14] à [17]); nous allons en donner une variante simplifiée sans 


que le côté mathématique du modèle en souffre d’une manière 
quelconque. 
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On suppose que l'économie est divisée en z branches d'activités 
ou secteurs (industries) ayant chacun une production homogène. 
Le secteur ainsi défini est une abstraction économique qui ne revêt 
pas nécessairement une forme concrète (ministère, firme, groupe). 
Ainsi, le secteur « énergie électrique » comprend toutes les centrales 
quel que soit le département dont elles relèvent. On conçoit que le 
fait d'utiliser les industries « pures » seules entrave la mise en 
œuvre du modèle de bilan intersectoriel car la planification et la 
comptabilité portent en réalité sur des organismes concrets. Cela 
permet par contre une analyse en profondeur de la structure techno- 
logique de l’économie, et, fort de l’expérience du schéma simplifié, 
on construit des modèles plus significatifs. 

Revenons à notre modèle. On suppose que chaque industrie 
produit un seul bien et que tous les biens fabriqués sont différents. 
Ainsi, l'unité économique examinée fabrique nr biens. Chaque indus- 
trie utilise les produits fournis par d'autres secteurs. 

On établit à un temps (en l’an T,;, par exemple) la comptabilité 
de l’économie nationale pour une période fixe (disons, pour l’année 


passée) (voir tableau 1). Ici a;; représentent la quantité du bien i 


consommée par l’industrie j au cours de la période envisagée; Ÿ; 
est la production globale de l’industrie j et c; sa production employée 
par les secteurs improductifs, pour former les stocks, etc. Les nom- 
bres 4;;, ]J—1, 2, ..., n, montrent la ventilation du bien à entre 
les industries. 

Le tableau traduit l'équilibre intersectoriel; on a les relations 


ñn 
À By Viér dm, 2 un 
?2= 


Les quantités indiquées sont mesurées soit en unités physiques 
(tonne, unité, kWh, ..….), soit en unités monétaires, ce qui détermine 
deux sortes de bilans, le bilan matériel et le bilan en valeur. Pour 
fixer les idées, on se placera dans le premier cas. 


Si l'on divise tous les éléments de la colonne j (tabl. 1) par Ÿ;, 


le nombre ai; = a; sl; est la quantité du bien fabriqué par l’indus- 
trie à qui est nécessaire pour la production unitaire de l’industrie }, 


et le nombre c; = c;/V, constitue l'apport de celle-ci aux secteurs 
non productifs. 

Dans un sens, les nombres a;;, i = 1, 2, ..., n, caractérisent 
complètement les possibilités technologiques du secteur 7 durant 
la période concernée: la quantité donnée de biens consommés 
(inputs) ainsi structurés permet de produire une unité de bien. 
On donne aux nombres a;;, i = 1, 2, ..., n, le nom de coefficients 
d’inputs directs du secteur /. 

La matrice À = (a;;) est intéressante en elle-même car on y puise 
une information abondante sur la structure des relations inter- 
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Tableau 1 


Secteurs 


Biens 


Production globale 


Consommation finale 


industrielles et sur la technologie de la production. Mais elle est 
autrement plus précieuse en tant qu’un instrument de la planifica- 
tion et de la prévision à court et long terme. On fait deux hypothèses 
importantes. 

1. La technologie est supposée constante pendant un intervalle 
[T,, T]l, avec T > T,. Selon la façon dont le problème est posé, 
[T,s, T] est égal à une période (disons, une année) ou à plusieurs 
périodes. 

2. La technologie est supposée linéaire. On admet notamment 
que pour que le secteur j fournisse la production totale x;, il faut 
et il suffit qu’il consomme la quantité a;;xr,y, i — 1, 2, ...,n, 
des outputs (produits) des autres secteurs. 

Dans les deux cas, on idéalise manifestement la situation réel- 
le. Ainsi, la condition de linéarité signifie en particulier que chaque 
industrie fournit des biens en quantité illimitée si l’on lui livre des 
ressources nécessaires. Or, les possibilités de production de toute 
industrie sont limitées par la main-d'œuvre disponible et les fonds 
fixes existants (équipements, aires de production, etc.). Avec le 
modèle dynamique, ce défaut sera en partie corrigée. 

Nous dirons que la matrice À = (a;;) décrit la technologie pour 
les industries utilisées au niveau unité. Supposons qu’au temps 
[To T] toutes les industries travaillent de sorte que l'industrie j, 
j =1,2,...,n, fournit la production totale x; On dira que 


2—0870 
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l'industrie 7 est menée au niveau zj. On désigne par x = (x,, ze, . .. 

- Zn) le vecteur production globale (vecteur des niveaux de produc- 
tion). Etant donnée l'hypothèse de linéarité, on calcule sans peine 
la part de la production totale qui constitue les inputs des industries. 
Elle est définie par le vecteur 


ñn n n 
(S dijT js 2 dj}; ... 2 asc) . 
1 = = 


En notations matricielles, le vecteur inputs des industries est Az. 
Le reste c — zx — Az va aux secteurs improductifs. 

Mais le problème capital intervenant dans la planification 
étendue sur la période [T,, T] est, de règle, l'inverse: connaissant 
le vecteur consommation finale c, on demande le vecteur production 
totale x nécessaire. Autrement dit, il faut résoudre le système d'équa- 


tions . 
z— Az =0c (1.9) 


pour le vecteur c et la matrice À donnés. 

Cette équation et l'interprétation ci-dessus de la matrice À et 
des vecteurs z, c constituent le modèle de Leontief. Le modèle est 
dit productif s’il existe pour tout vecteur demande c > 0 une 
solution z > 0 de l'équation (1.9). 

Le modèle usuel de bilan des relations inter-industrielles est 
infiniment plus riche que cette variante simplifiée. La différence 
tient essentiellement à ce qu'il exprime en détail les composantes 
du vecteur demande finale telles que les accumulations globales (qui 
comprennent, entre autres, les gros investissements et l'accroissement 
de stocks), la consommation individuelle, le secteur improductif 
tout entier (santé publique, science, organisations culturelles, ...). 
L'information fournie par un tel tableau décrit complètement 
non seulement les échanges inter-industriels de l’économie nationa- 
le, mais aussi la distribution et la redistribution du produit national. 

Le modèle de Leontief est, on le répète, représentatif des possi- 
bilités latentes seules de la technologie, et le modèle (1.9) ignore 
le facteur temps. On suppose notamment que le processus de produc- 
tion ne dure pas et que tous les produits intermédiaires sont livrés 
à l'instant requis. Formellement, on peut élaborer un modèle du 
type (1.9) qui fait la distinction entre un bien produit à tel moment 
et un bien du même type fabriqué à un moment ultérieur, mais le 
tableau des échanges inter-industriels est impuissant à fournir 
l'information statistique nécessaire. 

On y arrive avec les modèles dynamiques du type Leontief 
(modèles dynamiques de bilan des échanges inter-industriels). Pour 
refléter le décalage temporel (qui est particulièrement important 
pour des branches telles que le bâtiment), on décompose la matrice À 
en plusieurs blocs dont l’un représente par exemple les coefficients 
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d’inputs des grands travaux de construction. Un lecteur désireux 
d’entrer dans le détail de la question n’a qu’à consulter la littérature 
recommandée. Il est cependant classique qu’un modèle plus com- 
plet se prête moins bien à l’analyse théorique. Aussi nous nous limi- 
terons au modèle de Leontief décrit afin de mettre en relief les 
idées de base qui gouvernent l'étude d’une grande classe de modèles 
des problèmes de production. 

Soit un intervale de planification de T périodes (semaines, mois, 
années). On consomme au temps initial le stock existant de biens 
2 — (ci, 25, +: «., In) et on produit un vecteur des biens x! — 
= (x, x}, ..., Zn). Ce vecteur est utilisé comme input, et ainsi 
de suite. Le choix du vecteur zt*1 produit à partir de zx‘ n'est pas 
unique, si bien que la suite {x!, 2°, ..., 27} n'est que l’une des 
trajectoires d'évolution possibles. Le choix d’une trajectoire obéit 
à différents impératifs. Pour notre part, nous estimerons, pour fixer 
les idées, que la fonction économique est de la forme c,xT + coxT +... 

+ czT, le vecteur c = (cy, co, ..., Cn) étant assimilé par 
exemple aux prix des biens à l'instant final de la période de plani- 
fication. Formalisons le modèle dynamique: 


max (c, 27) 
Aix, 1—=0,1,2,..., T —1, (1.10) 
z > 0, t—0,1,2,...,7T. 


Le modèle a beau être libéré du statisme contraignant, il reste 
fort simplifié. Comme le modèle statique de Leontief, il néglige le 
décalage temporel dans l’accumulation des fonds de production 
fixes (plus précisément, il s’agit de variations importantes de ce 
décalage). S'il suffit, disons, d’une année pour mettre en exploita- 
tion une série nouvelle de machines-outils, la période de construc- 
tion d'une usine ou d’une centrale électrique est des fois beaucoup 
plus longue. Il y a plus. Le modèle ne reflète pas l'infrastructure 
de la production, par exemple les transports. Malgré ces défauts, 
les résultats qualitatifs obtenus changent peu avec le passage aux 
modèles plus riches et plus significatifs. 

6. Utilisation rationnelle de la main-d'œuvre. On généralise le 
modèle de Leontief du numéro précédent au cas où plusieurs indus- 
tries peuvent produire un même bien. Soit de nouveau une économie 
à r produits. Il existe m (m > nr) activités qui fournissent chacune 
un seul bien. On suppose, pour fixer les idées, que l’ensemble M — 
— {1, 2, ..., m} est partagé en n parties M;,, S1, 2 25.171 


telles que M, N My = © pour 4 k', M — U M},. On admet 


que l’activité Ï € M, produit le bien 4. Soit Fri n X m-matrice 


Re LU À. La colonne ai donne la consommation des biens i, 
i = 1, 2, ..., n, nécessaires à l’activité ÿ pour fabriquer le bien k 


2e 
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j CE M3. À la différence du modèle usuel de Leontief, la matrice des 


outputs I est rectangulaire (et non carrée) à a nr lignes et m colonnes, 
formée de 1 et 0, l’élément e,; = 1 si j € M;ete;; = 0 dans le cas 


contraire. Ainsi, c’est le couple À, I qui définit la technologie de 
l'économie considérée. 

Soit z = (z,, Ze, . . ., Tm) le vecteur des niveaux des activités 
du modèle généralisé de Leontief, auquel cas les inputs utilisés dans 


la production sont donnés par le vecteur Âzx et la production totale, 


par le vecteur Îz. Si le vecteur demande finale est c, c > 0, alors 
l'analogue de l'équation fondamentale du modèle de Leontief s'écrit 


Îz — Az = c. (4.11) 


Le modèle généralisé de Leontief ainsi énoncé est censé être produc- 
tif, i.e. le problème (1.11) admet une solution non négative x > 0 
pour tout vecteur demande finale c => 0. Pour cela, il suffit qu'il 
existe une liste de z activités (chaque activité fournissant un seul 
type de produit) telle que le modèle usuel de Leontief associé soit 
productif. 


On admet qu’il correspond à chaque activité i (colonne de À) 
un nombre positif l;, coefficient d’ inputs de travail. On iiiroduit 


les notations suivantes: A = [ — À : L=(l, Lo, ..., [m), et on 
prend le problème de programmation linéaire: 
min (l, x) (1.12) 


Az > c, Z:>0. 


On l'interprète facilement: garantir une demande finale c > 0 
en employant une main-d'œuvre minimale. 

Il se trouve que le problème proposé (1.12) présente la propriété 
suivante: il n’est pas nécessaire d'utiliser: toutes les activités car 
il existe un ensemble de nr activités (chaque activité nroduisant un 
bien et un seul) tel qu'à force de le mettre en œuvre on soit conduit 
à l’optimum (au sens de l’économie du travail) pour tout vecteur 
demande finale c. Le résultat sera démontré dans le chapitre IV. 

7. Technologie chimique. Soient N réacteurs chimiques en série 
dans lesquels on traite une matière première afin d’isoler une sub- 
stance utile, et soit z = (z,, z2, . . ., z,) la caractéristique de Dos 
ci (x, est, par exemple, sa concentration dans le milieu, x,, . .., 
sont certaines autres PAPAS qui intéressent le chercheur). Où 
désigne par 2 = (xk, x, . .., x) la caractéristique de la substance 
à l'entrée du k-ième réacteur, si bien que x**! est celle à la sortie. 

Soit u* — (ut, u*, ..., u*) l'ensemble de paramètres qui 
gouvernent la transformation chimique dans le réacteur k (ces 
paramètres sont entre autres le nombre de catalyseurs, la tempéra- 
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ture, l’intensité de courant}. On suppose connue la relation 2**! — 
= f, (*, u*), k—1,2,..., N, f, caractérisant le réacteur k. 
Cela étant, on impose au vecteur u* diverses contraintes @4 (u*) < 
< ds, k = 1, 2, ..., N, qui peuvent être des contraintes d'inten- 
sité de courant, de température, de consommation totale de cataly- 
seurs, de rapport de catalyseurs. 

On demande les valeurs des paramètres de commande u*, k — 
= 1,2,..., N, qui maximisent la quantité vw(x!, zx, ... 

., ZN, ul, u?, ..., uN) pour la caractéristique initiale x — 
= (Zy, Ze, + . ., Zn) donnée. La quantité en question peut être le 
coût de la substance à la sortie du dernier réacteur. 

Si toutes les fonctions f,, o., % sont linéaires, on est en présence 
d'un programme linéaire. Il s'agit d’un problème linéaire de commande 
optimale à temps discret. Sa forme générale est 


| 
N+1  zN+1 Pre us 
max LeN+t, 2d+1)4 D (ch, 24)+(b4, ut))} (1.13) 


2fti= A,z" + Brut, D,u*<ds, k=1, 2, ..., N, zi=t. 


On note qu'on ramène à (1.13) de nombreux problèmes qui 
ne se posent pas comme les problèmes dynamiques. Voyons, par 
exemple, le problème de transport du n° 2. 

On introduit la quantité 


kR 
Yin = D Li k=1, 2: cs À, 
Ji 


quantité totale du bien transporté de l'origine S,; vers les À premiè- 
res destinations Q;. Evidemment, 


Vin = Vi, hel + Lin k = 1, 2, ...s 7, 


n 


Yior = 0  Yin 2 Ti = Be e 


Avec les notations y — (Yan, Yons + + «s Ymh)s 7 = (Tiks TLons +. 

+, Tmh), On énonce le problème de transport en termes suivants. 

Définir les vecteurs successifs 2*, k — 1, 2, ..., n, solution 
du problème | 


max D, .(c*, z}) 
ke 
y"=y""1+ zx}, (z*, e) =D}, y°=0, y" = a, (1.14) 
OÙ © — (Cyns Cahs + + er Cmnh e = (1,1, ..:, 1), eER", a = 
= (4, a, ..., Em). 
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On a manifestement un cas particulier du problème (1.13) (aux 


notations près, ce sont z* qui représentent les paramètres de com- 
mande dans (1.14)). 


$ 3. Formes des problèmes de programmation 
linéaire et leur équivalence 


Les situations significatives du paragraphe précédent sont des 
plus diverses. Il n'empêche que les problèmes mathématiques d’extré- 
mum associés ont beaucoup de commun. On cherche chaque fois 
à maximiser (ou à minimiser) une fonction linéaire de plusieurs 
variables. Les contraintes imposées à l’ensemble des variables sont, 
ou bien des inéquations linéaires, ou bien des équations linéaires. 
Il est vrai que les contraintes-inéquations sont souvent dans les sens 
différents: dans un cas, la fonction linéaire des variables est supé- 
rieure à une constante, et dans un autre, elle lui est inférieure. 
Mais il est clair qu’on est toujours amené à des inéquations dans 
le même sens (en multipliant, si besoin est, les deux membres par 
—1). 

Selon le type des contraintes, les programmes linéaires se pré- 
sentent sous trois formes différentes. 

PROBLÈME LINÉAIRE SOUS FORME STANDARD. 


MAX (CyT1 + Cola +. . + Cnln) 
dti + Ziolo au her + ZinTn < TE 


GiTr F Gooto + - + + + Gontn Vo; 
AmiZi + Amele + Amntn < Om: 
_ 20, 2:2>0,...,:, >0, 
ou, en notations matricielles, 


max (C, x) 
Az <b, 2z>0, 
OÙ TE, Li 4. 2), CG: à cs 60,068 523 
++, Om), À = (a) est la matrice des coefficients des contraintes. 
Le vecteur c s'appelle le vecteur des coefficients de la forme linéaire 
et le vecteur b est le vecteur des contraintes. 
L'intérêt des programmes linéaires sous forme standard tient 
à ce que de nombreux modèles d'applications se ramènent le plus 
naturellement à cette classe de problèmes de programmation linéaire. 
PROGRAMME LINÉAIRE SOUS FORME CANONIQUE. 
MAX (CyZ1 + CoEa +... + CnZn) 
Quatr + Gale + + + Ginln = Vi, 
GoiT1 À ooTa + - + + Gonln = Vs, 
GmiTi + Emale + +. + Amnln = Om, 
T > 0, To > 0, rs Tn > 0, 
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ou, en notations matricielles, 


max (C, x) 
Az = db, zx >. 


C'est justement pour les problèmes sous forme canonique qu'on 
a mis au point les principaux algorithmes de calcul (méthode du 
simplexe et ses variantes) en programmation linéaire. 
PROBLÈME G£NÉRAL DE LA PROGRAMMATION LINÉAIRE. 

Certaines contraintes du problème sont des inéquations et certai- 
nes autres des équations. Toutes les variables ne sont pas assujetties 
à être non négatives. 


max (CZ, + Cole +... + Can) 


Guitn + Guolo +... + Gintn K du 
auf + Garte + . Le Conln Des 


Gh1Ti re Aheo un. AE Apnln & € bn, 

Ap+11l1 À Gn+1,2Te + se. + Chpantn = br+u 
Cha. #1 Es Gh+2. 172 se : 4 +2,n%n = Op+o; 
ie + un Fr SU ÉUEtx = D: 

z, > 0, L:, => 0: . 3 T0: 


Ici k<Lm,r<n. Il est clair que le problème standard est un cas 
particulier de cas général pour k=m,r=n, et que le problème 
sous forme canônique l’est si k=0,r= n. 

Il y a équivalence des trois types de programmes linéaires, i.e. on 
convertit chacun d'eux par des transformations simples en les deux 
autres. Aussi une méthode valable pour un programme linéaire 
(disons, une forme canonique) permet de résoudre tout problème de 
programmation linéaire. 

Prenons, par exemple, les problèmes standard et canonique. 
Comment on transforme le premier en le second ? On introduit les 
variables z,, Z:, ..., z en nombre égal à celui des contraintes. 
Soit le problème canonique 


max (c1T1 + Cale + sc + Cnln + 0° + ie + 0-2») 
Qn1E1 + Molg + ee À Œinln + 4 = Üi, 
Zoili À AagTo + +. + Gontn + 22 = Do, 
mili + AmaTa + oc. À Emn£n + 2m = Dm 
a > 0, z, > 0, Re Tn > 0, 
2 >0; 2>0,::.:2.>0;: 
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ou, en notations matricielles, 


max (Cc, x) 
Az +z=b, z22>0,z>t. 
Soit (2, 2%, ..., 27, 2%, 2%, ..., ZA) une solution du problè- 


me énoncé. La recherche de la solution du problème sous forme 
standard ne présente aucune difficulté; c’est le vecteur (x, 2%, . .. 
-+., Zn). En effet, ce vecteur respecte manifestement toutes les 
contraintes du programme linéaire standard : ses coordonnées sont 
non négatives (cette exigence reste entière pour le problème canoni- 
que), et ax + üistr ÉS AR Le Ginn + x — bi, i = À, 2, 


..., M, entraînent &Gy1Z) " ayst* + . _. GinTn Lb;, i = 
= 1, 2,..., m, par suite de la non-négativité des nombres 
* 7* & 
25 22 2 en 

On admet maintenant que le vecteur z* — (x, xz?, . .., Zn) 


n’est pas une solution du problème sous forme standard, auquel 
cas on trouve un vecteur z = (2j, Ze, « « .» Zn) qui vérifie toutes les 
contraintes de ce problème et donne une valeur plus grande de la 
fonction à maximiser par rapport à celle procurée par z*: ©: + 
+ Cote +... HCntn > Gti + Cor + ... + c,zr. Montrons 
que la chose est impossible. On construit un vecteur satisfaisant 
à toutes les contraintes du problème sous forme canonique tel que 
la fonction économique (à maximiser) réalise sur ce vecteur une 
valeur plus grande que sur (xf, 2, ..., 27, 21, 25, ..., Zm) Qui 
n'est donc pas un vecteur optimal. x : 

Prenons le vecteur (ti, Tes ae Zis Zoy + 2m) OÙ 2 = 
= bi — (an En GisTa +... + intnh, à = 1, 2, ., m. Comme 
z = (, Lis Zn) remplit les contraintes du problème standard, 
onaz>0,i=1,2,..., m. Dans ce cas, le vecteur (z,, za, . .. 
en En Dies do) vérifie toutes les contraintes du probleme 
canonique auxiliaire, et (c, z)> (c, x*), i.e. Le meme 
..., 24) n’est pas optimal. Cette contradiction démontre l’affirma- 
tion voulue. Ainsi, un programme linéaire sous forme standard peut 
être ramené à la forme canonique. 

La transformation contraire s’avère encore plus simple. En effet, 
il suffit de substituer à chaque contrainte-équation deux inéquations: 


Gal Fate +... + ann = 
Gala À Gale + +. + Gintn < bi, 
— Gta — Gela — ce — Ginln < — bi. 


Si la variable x; du problème général n’est pas assujettie à être 
non négative, on ramène celui-ci à un problème sous forme standard 
en posant z; = u; — v; (u;, v; étant de nouvelles variables) et en 
imposant les conditions u; > O,.v; > 0. 
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Le cas de la forme linéaire ©yZ, + CoTa + « - + Cn£n à Mini- 
miser se ramène aisément à la recherche d’un maximum : on demande 
à maximiser la fonction —CiZ, — Cala — + — Cnln- 

Reprenons les problèmes du paragraphe précédent. Le modèle 
(1.7) de l’élaboration d’un programme de production est une forme 
standard, ainsi que le Done du régime alimentaire (où l’on 
transforme Az > b en —Azx < —b). Le modèle de transport consti- 
tue un problème canonique (on sait déjà que le fait de demander 
à minimiser la fonction économique est sans importance). S'agissant 
du modèle d'utilisation rationnelle des terres à cultiver, on est en 
présence d’un cas général. 

La variante (1.8) du problème de production est proche d'un 
programme standard. En effet, on introduit le vecteur z = 
= (TZ, Lo... En, Jan +i coordonnées. Le vecteur des coeffi- 


cients de la forme linéaire est dans ce cas c = (0, 0, ..., O, 1), 
la matrice des contraintes s'écrit 


CT dy2 Gin | 
G2i Q22 don 0 
… rai Am2 . Amn 0 
Te, — 4 0 CR 0 L: 


0 0 PR | LA 


et le vecteur des contraintes est b — (b,, b:, ..., bm» 0). 
Avec ces notations, le problème (1.8) prend la forme: 


D max (C, z) 
Az <b, 220, 2>0,...,z >0. 


Etant donnée l'absence de la condition &« => 0, on rapporte formelle- 
ment ce problème à la catégorie des programmes linéaires généraux. 

Le modèle d'utilisation rationnelle de la main-d'œuvre (1.12} 
est ramené par des transformations évidentes à un problème sous 
forme standard. 

Le modèle dynamique de planification (1.10) exige quelques 
éclaircissements. Il s’agit évidemment d’un problème sous forme 
standard. Explicitons la matrice des coefficients et le vecteur des 
contraintes. Le vecteur des variables est en l'occurrence x = 
= (x!, z” -., 2, ..., 27) de dimension n X T pue que D Lu 
lettre z° désigne ici un vecteur #-dimensionnel zt = (x, xt, ... 


.…, 2h). Le vecteur des coefficients de la forme linéaire est c = 


26 ° ‘".. MODÊLES LINÉAIRES . [CEH. 1 


= (0, 0, ..., O0, c), avec nr — 1 vecteurs nuls r7-dimensionnels 
à la place des zéros. La matrice des contraintes s’écrit 


A 0 0 0 .… O0 0) 
-I A O00.. O0 


[ O0 O0 0 0 ... —I AÀ 


Le vecteur des contraintes est égal à b = (xs, 0, 0, ..., 0), où 0 
désigne une fois de plus le vecteur nul de dimension nr. On constate 
sans peine l’équivalence du problème en termes de matrices 


max (c, x) 


Az <b, z>x0Ù (15) 


et de (1.10). 

Précisons la terminologie de la programmation linéaire que nous 
‘employons dans ce livre. La forme linéaire (c, x) = city + cote +... 

. + CnZh à maximiser (ou à minimiser) est appelée fonction écono- 
mique. Un vecteur x = (x;,, Z:, . .., z,) respectant toutes les 
contraintes du problème constitue un vecteur réalisable ou un program- 
me. Un problème de programmation linéaire qui admet un vecteur 
réalisable est dit avoir un sens. On appelle solution ou programme 
optimal tout vecteur réalisable z* qui rend maximum la fonction 
économique. La valeur maximale d = (c, x*) de la fonction écono- 
mique est connue sous le nom de valeur du problème. 

Voyons si les problèmes du $ 2 ont un sens. S'agissant du problè- 
me du régime alimentaire avec les contraintes (1.1), (1.2), cette 
propriété n’a lieu que pour certaines valeurs des paramètres a;, 
et b;. En effet, si tous les éléments a,; de la première ligne de À 
sont nuls et b, est positif, alors il n'existe pas de vecteur réalisable x. 
Mais la condition a,; = 0, j = 1, 2, ..., n, signifie que l'élément 
N, est absent de tous les aliments considérés. Le problème a donc 
un sens sous la condition nécessaire que tout élément W, soit conte- 
nu au moins dans un des aliments, i.e. chaque ligne de la matrice À 
a au moins un élément positif. La signification des coefficients 
&;, implique leur non-négativité, si bien que la condition est suffisan- 
te car on peut évidemment prendre z de zx; suffisamment grands 
pour que toutes les contraintes.(1.1) soient nécessairement vérifiées. 

L'ensemble des vecteurs réalisables du problème de transport est 

n 


n 
manifestement non vide si et seulement si » b; = D = Ÿ a, 
j=1 i=1 
i.e. si l'offre est égale à la demande. En effet, si le programme (x;;) 
æst réalisable, on somme la première égalité (1.5) par rapport à à et 
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la seconde, par rapport à À et on a 


m n mn 

Du D D eu D À eu Dr 
D'autre part, on vérifie ie qu'avec la condition d’ équilibre 
de l'offre et de la demande, il existe un programme réalisable 
{ziy) = &ib;iD, Li — 1; 2; °. M, D "1, 2, n. 

Il est clair que tout problème d'utilisation rationnelle des terres 
à cultiver n’a pas un sens (les programmes de production indicatifs 
b;, j = 1, 2,...,n, ne doivent pas être trop importants). 

Prenons les problèmes (1.7), (1.8), (1.10) dont les deux premiers 
consistent à élaborer un programme de production et le troisième 
représente le modèle dynamique de planification. Ils ont un sens 
si les vecteurs des ressources b et z, sont non négatifs (on le sous- 
entend) parce que le vecteur nul satisfait à toutes les contraintes. 

La même propriété du problème (1.12) (utilisation rationnelle 


de la main-d'œuvre) découle de l’hypothèse de À productive. 

La recherche d’un programme optimal n’a naturellement lieu 
que si le problème a un sens. On note néanmoins que tout programme 
linéaire ayant un sens n'admet nécessairement pas une solution 
{l’ensemble de ses vecteurs réalisables peut être non borné, ainsi que 
la fonction économique qui prend ses valeurs sur cet ensemble). 
Voici deux exemples simples. Soit zx, un nombre (un vecteur de 
dimension 1). Le problème 


max Z: 
n<—1, 220 
n'a pas de sens. Le problème 
max Z: 
z > 0 
a un sens mais n'est pas possible. 


$ 4. Résolution numérique des problèmes 
de programmation linéaire 


L'étude des problèmes de programmation linéaire débute tout 
naturellement par la tentative de les résoudre à l’aide de l'appareil 
classique de l’Analyse mathématique et de l’Algèbre supérieure. 
Prenons un cas très simple où l’on demande le maximum sur un 
segment d’une fonction dérivable. Soit f (r) une fonction d’une 
variable définie sur le segment [a, b]. On demande son maximum 
sur {a, b]. L’ Analyse mathématique propose l'algorithme suivant : 
calculer la dérivée f’ (x); trouver toutes les solutions x!, z°, ..., x" 
de l'équation f’ (x) = 0; calculer les valeurs f(x), f f (&°), - 
..., f (x), f (a), f (b) et choisir la valeur la plus grande. On voit 
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de suite que même dans ce cas simple on n'échappe pas aux difficul- 
tés. Comment résoudre l'équation f’ (x) = 0? et ne serait-ce pas 
une procédure aussi laborieuse que le problème de maximum posé ? 
Comment procéder dans le cas où ilya beaucoup (voire une infinité) 
de points stationnaires zx!, z°, ..., zx“? Comment réaliser leur 
exploration successive et l identification des f (x')? 

La situation se complique si la fonction dépend de plusieurs 
variables. Soit x — (x,, z:, ..., z,) un vecteur n-dimensionnel, 
X un sous-ensemble fermé de l’espace R' de dimension n et f (x) 
une fonction de x variables définie sur X. On demande le maximum 
que la fonction dérivable f (x) atteint sur l’ensemble X. Voyons ce 
que l'Analyse mathématique nous offre en l'occurrence. Prenons 
l'ensemble de points z (6) de l’espace de dimension nr dont les coordon- 
nées sont 

Z1 (0) = TZ! + 051, Za (0) = x + 05, ..…. 
“\SCSa Zn (8) = 2ù + 65, 800. 


PQ D er l’ensemble en question est une demi-droite issue 


du point (x?, 2%, . .., Zn) dont la direction est celle LA vecteur 
(su sn). On suppose que s° + s5 + . + 5 — 
On fixe la direction s = (s;, Sa, 0 s.) ‘et on Re le 


nombre 6 à partir de 0. On établit la variation de la fonction 
f (&1 (8), x: (6), . . ., zn (0)). Le comportement local de f(x) le 
long de s est défini par la dérivée par rapport à 6 au point 6 = 0 
(on rappelle que 8 = O correspond à zx (0) = x°). La dérivée est 
calculée par la règle de dérivation d’une fonction composée: 


fo (x: (8), 7 ce. En a 
= 2 (8)+2 2: (0) + . 
= 44 Je Sa + ce +7 Sn. 


Tn 


+ 29 (8) = 


La quantité 


fa) = EL (20) 54 DE (20) 24. 
est la dérivée de u fonction f (x) au point A dans la er $ = 
= (Sy, So, + . ., Sn). Le vecteur (= 91 (a), L L (20), ao = (x) 


s'appelle le gradient de f (x) au Don 2° … fl est noté grad f (x). 
Ainsi, fs (z°) — (grad f (x°), s). 

Si l'on s ‘interroge sur la direction s le long de laquelle Ï (x) croît 
le plus vite au voisinage de x°, on utilise les propriétés fondamentales 
du produit scalaire pour montrer que cette augmentation n'a lieu 
que si s = grad f (x°). 

Ainsi, un résultat capital de l'Analyse mathématique s'énonce 
dans ce cas en termes suivants: la valeur de la fonction f (x) = 
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= f (21, To, + - ., ZA) au voisinage du point (x, z°, . .., x) croît 
le plus rapidement si l’on prend pour vecteur direction s —=(s,, 52, ... 

., Sn) le gradient de f (x) au point x°. Si f (x) atteint en z° un 
maximum local, aucune direction d'augmentation de f (x) ne passe 
par ce point. Une condition necessaire de maximum de f (x) en un 
point x° intérieur à X est donc l'égalité de grad f (x°) et du vecteur 
nul. On a insisté sur le mot «intérieur » car les développements 
ci-dessus ne sont en vigueur que si l’on se déplace (ne tüt-ce qu’un 
peu) à partir de x° le long de toute direction tout en restant dans À. 

Finalement, on dit que le problème de recherche du maximum de 
la fonction f (x) sur l’ensemble À consiste à trouver toutes les solu- 
tions æP = (zP, zP, . .., xæP), p = 1, 2, ..., k, du système d’équa- 
tions Of (xz)/0r; = 0, i = 1, 2, ..., n, à calculer les valeurs 
f(x), f(x), ..., f (x) et toutes les valeurs de f (x) sur La frontière 
de X et à en sélectionner Ja valeur maximale. 

Le cas des fonctions de plusieurs variables est manifestement 
plus délicat; même si l’on arrive facilement à résoudre le système 
grad f (x) = O0 et à trouver les points de maximum local de f (zx) 
à l’intérieur de l’ensemble X, il faut calculer les valeurs de la fonc- 
tion en tous les points frontières comme en dimension un. Or, la 
frontière de À appartenant à un espace n-dimensionnel comporte 
toujours pour r >> 1 (à l'exception des cas triviaux) une infinité de 
points. L’Analyse classique ne donne en l’occurrence pas de recette 
universelle ; chaque cas doit être traité à part. Si X est défini par 
un système d'équations, on cherche l’extrémum par la méthode des 
multiplicateurs de Lagrange, mais les difficultés de la résolution 
numérique persistent. S'agissant des problèmes de programmation 
linéaire, la situation se complique du fait que certaines contraintes 
donnant l’ensemble admissible peuvent être du type inéquation. 

Prenons le problème sous forme standard et appelons X l’ensemble 
des vecteurs réalisables. Le gradient de la fonction économique est 
égal à (c1, C2, . . ., Ch). C’est une constante indépendante du point 
du calcul. Si c; ne sont pas simultanément nuls (sinon le problème 
d'optimum ne se pose pas), alors la fonction (c, zx) n’atteint donc 
pas de maximum local, si bien qu'elle réalise son maximum sur la 
frontière de À. On note qu’on n’a pas explicité la frontière de X. 
Ainsi, la difficulté majeure de la résolution numérique d’un pro- 
gramme linéaire consiste à définir la frontière de l’ensemble X et 
à calculer les valeurs de (c, zx) en ses points (qui sont une infinité) 
pour ensuite trouver parmi celles-ci le programme optimal. 


CHAPITRE II 


POLYEDRE CONVEXE 
ET INÉQUATIONS LINÉAIRES 


$ 1. Interprétation géométrique des 
problèmes de programmation linéaire 


Soit le programme linéaire simple 


Max (T1 + Le) 
It + DT LAS, —2+z: L2, 10, + 7x, << 35, 
—T] Pre To << —1, T1 > 0, Lo > 0. 


Il est connu en Géométrie analytique que l'équation ax, + 
+ bz, = c définit une droite du plan x,0z%, (si a et b ne sont pas 
simultanément nuls), et le plan est partagé en deux demi-plans. 
Si deux points (x;, x2) et (x, x°) de x,Ozx, n'appartiennent pas à la 
droite, la position relative de ces points et de la droite est donnée 
par les quantités ax, + bzx, — c et ax + bx, — c (si ces quantités 
sont de même signe, les points se trouvent d'un seul côté de la droite, 
et si elles sont de signes différents, les points sont de part et d'autre 
de la droite). L’inéquation ax, + br, < c décrit donc l’ensemble 
de points (x;,, z.) qui remplissent le demi-plan limité par la droite 
az, + dbz: = c, y compris celle-ci. 

Avec ces considérations, on représente dans le plan de coordonnées 
l’ensemble de points vérifiant toutes les contraintes de notre exemple. 
Ainsi, l'inéquation 3x, + 5x7, < 15 étant vérifiée par le point (0, 0) 
définit la portion de demi-plan munie de l'origine des coordonnées. 
On voit sur la fig. 2.1 l’ensemble ombré des points réalisables, i.e. 
des points du plan dont les coordonnées satisfont à toutes les inéqua- 
tions du problème considéré. 

Voyons ce qu’il en est de la fonction économique zx, + x. Soit 
la droite x, + x, — 5 (en pointillé sur la figure 2.1). Sa courbe repré- 
sentative ne coupe pas l’ensemble admissible, i.e. aucun point 
réalisable (x,, x.) ne confère à la fonction économique la valeur 5. 

L'équation x, + x, = d décrit pour différents d une famille de 
droites parallèles, si bien que le problème posé de la programmation 
linéaire s'énonce comme suit: trouver une valeur maximale de d 
telle que x, + x, — d traverse l'ensemble admissible. Il est clair 
que si l’on déplace cette droite parallèlement à elle-même de façon 
à s'approcher de l’ensemble admissible, elle rencontre en premier 
lieu le point réalisable À de coordonnées (70/29, 45/29) qui est l’inter- 
section des droites 10x, + 7x, = 35 et 3x, + 57, = 15. 
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Cet exemple met en relief toutes les particularités essentielles 
des problèmes de programmation linéaire. En effet, l’ensemble admis- 
sible est ici un polyèdre convexe intersection de demi-plans, et 
c'est en l’un de ses sommets (un point extrême) que la fonction éco- 
nomique atteint son maximum. 


-Z-Z,=-1  107,+77,-35 


Fig. 2.1. 


Il est clair que ce n’est pas par hasard que le point d'intersection 
des droites 10z, + 7x, = 35 et 3x, + 5x, = 15 est la solution du 
problème ; si l’on mène par À une droite de la famille x, + x; = d, 
elle se situe entre deux droites précédentes. 

Ce résultat peut s’énoncer d’une autre manière. On rappelle que 
le vecteur de la normale à la droite ax, + bx, = c est le vecteur 
de coordonnées (a, b). La fig. 2.2 représente, dans le plan de coordon- 
nées, les vecteurs des normales à toutes les droites de notre exemple 
(les normales sont numérotées dans l’ordre de succession des con- 
traintes du problème). Les normales (—1, 0) et (0, —1) correspon- 
dent à z, > 0 et x: > 0 respectivement. La flèche en pointillé 
représente le vecteur (1, 1) de la normale à la fonction économique. 

Le vecteur (1, 1) est situé entre les normales (1) et (3) aux droites 
dont l’intersection constitue justement le point cherché. 

Il se peut que, contrairement au cas considéré, le problème de 
programmation linéaire admette une infinité de solutions. Voici 
un problème qui illustre ce cas: 


max (8x, + 9x.) 
T1 + 6Ta L'18, 72 + 4rs L'28, Br, + Ir, L 36, 
Z>0, zx > 0. 
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Tout point du segment limité par (18/7, 12/7) et (108/31, 28/31) 
peut être un programme optimal, ainsi que deux derniers points, 
sommets du polyèdre admissible (fig. 2.3). 

Ainsi, la recherche des solutions de ces problèmes simples de la 
programmation linéaire s’avère assez élémentaire; on décrit de 
quelque façon le polyèdre des points réalisables, on trouve ses som- 
mets et on en sélectionne ceux qui maximisent la fonction économi- 
que. On ne saurait oublier non plus la liaison intuitive entre la 


Fig. 2.2. Fig. 23. 


normale à la forme linéaire donnant la fonction économique et les 
normales aux droites dont l’intersection constitue un programme 
optimal. 

Les idées du procédé restent les mêmes dans le cas des contraintes 
nombreuses et de l’espace défini par plusieurs variables encore que 
la structure de l’ensemble admissible perde beaucoup de son caractè- 
re intuitif et les calculs se compliquent singulièrement. C'est le 
lien entre les normales définies par les contraintes et la normale 
à la fonction économique qui joue en l’occurrence un rôle tout spé- 
cial. Les résultats remarquables obtenus dans cette voie constituent 
la théorie de la dualité. 


$ 2. Ensembles convexes et théorèmes 
de séparation 


1. On va formuler et démontrer des résultats importants relatifs 
à un ensemble convexe quelconque qui nous permettront dans la 
suite d'étudier les problèmes de programmation linéaire. 

Soit KR" un espace euclidien r7-dimensionnel. On introduit les 
notations mathématiques usuelles: x € À— x est élément de l’en- 
semble X; X, = X, — X, est contenu dans X,; À = {x | x vérifie 
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la propriété S} — X contient tous les éléments jouissant de la pro- 
priété S, et ces éléments seulement ; x > y — toute coordonnée du 
vecteur y est inférieure ou égale à son homologue du vecteur x; 
z>0—le vecteur x a toutes ses coordonnées non négatives; 
z > 0 — toutes les coordonnées du vecteur z sont positives; 
zx; — i-ième coordonnée du vecteur z. Nous ne ferons pas de distinc- 
tion entre un point et un vecteur des espaces n-dimensionnels. 


DeriNiTiON 2.1. Un ensemble X est convexe si, chaque fois qu'il 
contient deux points x!, x° quelconques, il contient également tous 
les points de la forme 


z=ax  +(l{—a)z", 0<La<i. (2.1) 


Quelle est la signification géométrique de la notion d'ensemble 
convexe? On rappelle la façon dont on définit le segment [zx!, z°], 
x!, x° étant deux points de l’espace R'. 

La droite passant par les points x!, x° a pour équation paramétri- 
que 

z(æ) = x + (xl — r°) a, (2.2) 


x! — x° étant son vecteur directeur. Lorsque &« = 0, on a x (0) = x°, 
et si & = 1, il vient x (1) = z'. Quand «& varie entre 0 et 1(0 << 
< à L'1), le point z (x) parcourt tout le segment compris entre 
x! et x*. 

On regroupe les termes de (2.2) et on a x (4) = ax! + (1 — «) z°. 
Ainsi, tout point de la forme (2.1) est sur le segment limité par 
z!, x°, et, inversement, tout point de ce segment admet la représen- 
tation (2.1). Par conséquent, un ensemble convexe peut être défini 
en termes géométriques. 


Deérinirion 2.2. Un ensemble X est convere si, chaque fois qu'il 
contient deux points z!, x° quelconques, il contient également le 
segment dont ils sont les extrémités. 


| Ci-dessous quelques exemples d’ensembles convexes dans le 
plan. 

RECTANGLE À = {(2,, x) [0 << zx, <a, 0 Lx, Lb} (fig. 2.4). 
On montre que X est convexe. Soient (x, x,), (x!, z:) deux points 
du rectangle X, & un nombre arbitraire tel que 0 < & << 1. Démon- 
trer que le point de coordonnées (ax;+ (1 — œ)x', ar, + (1 — 
— à) x.) appartient à X. En d’autres termes, il faut tester les iné- 
galités 0O< ar, +(1—a)z La, 0<axz, + (1 — a) r < b. 
Comme 0 <z, <a, 0 Lx, L a, on les multiplie par les nombres 
non négatifs & et { — « respectivement et on fait la somme, il vient 


0<an +(1—a)z Laa+(1—-ax)a—=a. 


On procède de même en ce qui concerne l’autre inégalité. 
3—0870 | 
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Disque À — {(x,, 2) | x + 5 << R*} (fig. 2.5). Démontrer la 
convexité de X. Soit (z1, 22) E À, (x, z) EX, 0< a < 1. Voyons 
si (az, + (1 — a) z,, ax, + (1 — @) x.) est élément de X. On ef- 
fectue les transformations simples suivantes : (œxr, + (1 — @) x;)° + 
+ (ar, + (1 — a) 2) = at (x? + 2°) + a (1 — a) (mir! + zeri)+ 
+ (4 — a)° ((x;)* + (x:)°) et on utilise l'inégalité fondamentale du 
produit scalaire (inégalité de Cauchy-Bouniakovski) z,z, + xer, < 


LV + V(s) + (x). ‘On substitue R° à r® + xt et (x)? + 


Fig. 24. Fig. 2.5. 


+ (z:)° de toutes les expressions ci-dessus (ce qui renforce l'inégali- 
té), il vient 
(ar + (1 — a) z/)° + (are + (1 — a)zŸ & 

< R° la? + 2a (1 — &) + (1 — a)°] = R° (a + (1 — a))° = K°, 


i.e. le disque est un ensemble convexe. 
La propriété simple suivante des ensembles convexes joue un 
rôle important dans la suite du livre. 


TusorëeME 2.1. L'’intersection d'ensembles converxes est convexe. 


DEMONSTRATION. Soit X — X,/f] X,, avec X,, X. des ensembles 
convexes, et soient x et =’ deux points quelconques de X. Comme 
X<« X,,onaz,z’ € X,. L'ensemble X, étant convexe, il en résulte 
que le segment [x, x’] tout entier est dans X,. De même, [x, zx'] = 
S X:. Ainsi, {x, r']= X,fN  X, = X.. 

DeriNtrion 2.3. On appelle somme de deux ensembles X, € R”, 
X, ER" l’ensemble X — {zx = zx +zr*,zx!'€ X,, x° € X.} obte- 
nu par addition deux à deux des éléments de X, et X.. 

TusortMEe 2.2. La somme d'ensembles convexes est convexe. 

DEMONSTRATIOX. Soit x, x E X, où X — X, + X.. Il existe dans 
X, et X, des éléments tels que zx = zx! + x", z=zx +, 
zl,r'EX,, z°, 2° € X,. Etant donné un nombre arbitraire a, 0<a<1, 
on a az! +(1—a)z'E X,, ax° + (1— a«)z?E X.. De la défini- 
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tion de X, il résulte que la somme de ces éléments est dans X : 


ar!+ (4 — a) xl + ax° + (1 — a) z° = Lo 
= a (et + 2) + 4 — a) (à +7) = _ 
= az +(l—a)r EX. 
Un ensemble convexe dans l'espace R” est par exemple tout 


sous-espace vectoriel L qui contient, par définition, n'importe quelle 
combinaison linéaire de ses éléments. 


2. Les ensembles convexes sont essentiellement caractérisés par 
la propriété de séparation. Soit, dans le plan, un convexe fermé X 


Fig. 2.6. 


et un point dé À (fig. 2.6). Il existe une droite ax, + bx, = c 
telle que X et d = (d,, d,) soient de part et d'autre de la droite, 


i.e. tout point (x,, x.) € X vérifie az, + bx, < c, mais ad, + bd, >- 
> cC. 


S'agissant d’un ensemble convexe dans l’espace r-dimensionnel, 


on énonce et démontre cette propriété moyennant une notion analogue 
à la notion d'une droite dans le plan. 


DeriniTioN 2.4. Un ensemble de points x = (x,, ze, ..., zh) 
de coordonnées telles que 
Patr + Palo FT ce + Pnln = C (KP, x) = c) 
s'appelle kyperplan de R'. 


Le vecteur p = (p;, p:, - .., p,) est la normale à cet hyperplan 
(on suppose que p # 0). 


THÉOREME 2.3. (DE SEPARATION). Soit X un ensemble convexe fermé, 
aËé XX, a = (a,, a, ..., a). Il existe un hyperplan de normale 
p Æ 0 tel que (p, a) > cet on ait {p, x) L c pour tout rx E X. 


D£EMonsTRATION. Soit la’fonction 


Li () nu (2 on a) go (T2 su ae) ses Pr — an) 
se 
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de la variable indépendante x = (x;,, ze, . . ., x,) sur l’ensemble X: 
Elle est évidemment continue. Aux termes d’un théorème de Weier- 
strass, une fonction continue sur un ensemble fermé borné atteint 
sur cet ensemble sa borne inférieure. Pour qu'on puisse utiliser ce 


résultat, on considère un point z quelconque de X et une boule U 
de centre a et de rayon dont le carré vaut ® (zx) (fig. 2.7). 
L'intersection X — U N À est un ensemble fermé et borné. 


La fonction œ (x) atteint donc son minimum en un point bE€ X. 
Il est clair que b réalise le minimum de (x) sur À tout entier. 


Fig. 2.7. 


Ainsi, y (x) > y (b) quel que soit z € À. On fixe un point quelconque 
zEX et on examine le segment 


z(a) = az +(1—a)b, 0OLa<i. 


L'ensemble X étant convexe, on a z (x) E À pour tout «, 0 < 
< a L1Â, donc p (x («)) > p (b). Par conséquent, RENE > 


> 0 pour tout «&, 0 < & < 1. La fonction œ (x (œ)) est dérivable 
par rapport à & en tant que superposition de deux fonctions dériva- 
bles @ (x) et x (a). Aussi il existe la limite 


lim IEGN FO — p{, (x (0))>0. 


On calcule directement la dérivée qe (x (0)) à l’aide de la règle 
de dérivation d’une fonction composée: 


ete (a) =(S (æ (0) — a) = 2} (æ1(&)— a) xt (a). 
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Puisque x; (œ) = (ax; + (1 — a) b;)'.= x; — b; et x; (0) = b;,ona 


Pa (x (a)) = 2 : (z1 (@) — as) (x; — bi), 


Pa (Z opy=2Ÿ | (è; — a;) (x; — bi). 


D'après les résultats Rénontres ci-dessus, cette dérivée est non 
négative, ji.e. 


2 (bi — a)(z; —b;)>0. 


On introduit les notations Pi = a —b;, i = 1, 2, ss R p= 


— (D, D: D)C—= D b; (&; — b;) et on récrit l’ ru ob- 
i=1 


tenue : 
n 
à PitiC  ((p, 2) c). 
2— 


On note que le vecteur p = (p;, p2:, . . ., Ph) et le nombre c sont 
indépendants du vecteur choisi z de X. Aussi il faut vérifier que 
p=#=0et (p, a) > c pour constater que toutes les affirmations du 
théorème sont justes pour p et c. En effet, p = a — bet p 0 car 
dans le cas contraire a — b, ce qui est impossible puisque b € X, 
at À. Enfin, 


n 


(P, a)—c— à (a; — b;) a; — à b; (a; — b;) = 2 (a; —b;} > 0, 


donc (p, a) > c, ce qui démontre le théorème. 

Il y a lieu de dire que l’hyperplan (p, x) = c construit lors de 
la démonstration du théorème présente la propriété de rencontrer 
l’ensemble X au point b: on vérifie aisément l'égalité (p, b) = c. 
On introduit donc la 


D&ériNiTiox 2.5. On dit que l’hyperplan (p, x) = c est un hyper- 
plan d'appui à l’ensemble X en un point b € À si l’on a pour tout 
élément x € X les relations (p, x) < cet (p, b) = c. 


Ainsi, le théorème de séparation dit que l’ensemble convexe fermé 
X est séparé de tout point a € X par un hyperplan d'appui. 

Si le convexe X n'est pas ferméetsiaéX eta€ X, X étant la 
fermeture de X, le théorème de séparation est en défaut. Il suffit 
cependant de corriger un peu l’énoncé, à savoir on exige (p, a) > c 
au lieu de (p, a) > c. Cela découle du résultat auxiliaire suivant: 
la fermeture d’un ensemble convexe est convexe. En effet, soient 
z,7E X,etz=limzt, EX, z —=limzt, x" EX. Vu la conve- 


R—00 k = oo 
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xité de X, on a œx* + (1 — «) z EX,et il existe la limite 

lim (œr* + (1{—œ)x*) = ax +(1—a)z 

RkR—00 


qui appartient à À du moment que ZX est un fermé. 

Soit a & X, on démontre aisément qu'il existe alors une suite a*, 
k—1,2,...,a*gX, lim a* = a. On applique le théorème de 

Rk—00 

séparation à X et à a* et on obtient l'hyperplan Cp” E)= p}, b*). 
Prenons l’hyperplan parallèle passant par a*: (p", x) — (p", a"). 
On estime sans restreindre la généralité que || p* || — 1, k:= 1,2 ,::::, 
et que la suite des vecteurs p“ converge vers un pP # 0. On a pour 
tout k et tout x € X l'inégalité (p#, x) < (p*, a“) car (p*, b') < 
< (p*, a"). On passe à la limite pour Free co, il vient (p, z) < 
< (p, a) pour tout x € X, en particulier, pour x € X. 

On a donc le théorème de séparation pour les ensembles convexes 
non fermés. 


THEOREÈME 2.4. Soit X un ensemble convexe (non nécessairement 
fermé). On suppose que a n'est pas un point intérieur de X. Il existe 
un hyperplan (p, x) = c, p Æ O, tel que (p, a) = cet {p, x) < c pour 
tout x € X. 


On demande souvent que l’hyperplan sépare deux ensembles con- 
vexes. Le théorème ci-dessous en affirme la possibilité. 

On dit que l’ensemble R? — {x ]r ER", x > 0} des vecteurs 
Z = (21, Los - + ., Tn) de coordonnées non négatives: zx; > 0, i -- 
= 1,2,...,n, est l'orthant positif de l’espace R". 


THEOREME 2.5. Soit X un ensemble convexe qui ne contient pas de 
points intérieurs de l'orthant positif R? (i.e. aucun point de X n'a 
toutes ses coordonnées positives). Il existe un hyperplan (p, x) = 0 
de normale p > 0, p 0, tel que (p, x) < 0 pour toutr € X 


DEMONSTRATION. Soit l’ensemble M = X — R*. Il est clair que 0 
n’est pas un point intérieur à M. En effet, il existe dans le cas con- 
traire un voisinage (une boule) de l’origine des coordonnées, qui 
appartient à W. Ce voisinage contient un point w dont toutes les 
coordonnées sont positives: u > 0. CommeuE M,onau = zxr—v, 
où EX,vE R?, auquel cas z = u + v>0: contradiction avec 
l'hypothèse du théorème. 

Le résultat 2.4 aidant, on peut affirmer qu'il existe un hyper- 
plan (p, x) = 0, p 0, passant par l’origine tel que tout point 
u E M vérifie l'inégalité (p, u) < 0. On en conclut moyennant la 
définition de M que tout x € X et v € R' satisfont à (p, x) < (p, v). 
On pose v = O0, il vient (p, x) < 0 quel que soit x € X. 
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On fixe un pointz EX etona (p, v) > (p, x) pour tout v € R?. 
D'où évidemment p > 0. En effet, si p; << 0 et si l’on choisit pour v 
un point de la forme (0, 0, ..., O0, À, O0, ..., 0), avec À > 0 à la 
place i, on obtient ÀAp; > (p, x). Or, on peut rendre Àp; négatif aussi 
petit qu’on veut, inférieur en tous cas à (p, x) fixé. 

3. Le cas où la normale p du théorème 2.5 peut être prise positive 
présente souvent un certain intérêt. On pourrait penser qu’une con- 
dition suffisante en est que l'intersection À |] R? soit, ou bien 
vide, ou bien réduite au vecteur nul. La fig. 2.9 montre cependant 
la fausseté de cette hypothèse. 

Il existe une classe très importante d'ensembles convexes qui 
permet de préciser l'énoncé 2.5. 


DeriNirioN 2.6. Un ensemble À = R" s'appelle cône convexe si, 
toutes les fois qu'il contient des points x”, x” quelconques, il contient 
tous les points de la forme x = ax + fr”, a >0, BP > 0. 


Il en résulte de suite que, premièrement, le cône convexe 
est un ensemble convexe (voir déf. 2.1) et, deuxièmement, si X 
contient le vecteur x, il contient également la demi-droite æx, « > 0. 
Evidemment, tout cône convexe Æ renferme l'origine des coordon- 
nées. 


TH£oreME 2.6. Tout hyperplan d'appui à un cône convexe K passe 
par l'origine des coordonnées. 


DEMONSTRATION. Supposons que l’hyperplan (p, x) = c est d’ap- 
pui à À en un point b € K : quel quesoitxz € K, (p,x) < c, (p, b) = 
— c. Prenons un point «b, où &« > 0. On a «b € K par définition 
d’un cône, donc (p, ab) < c. Comme (p, ab) = & (p, b) = ac, l'ine- 
galité ac < c a lieu pour tout &« > 0. D'où (x — 1)c< 0. On a 
c>0etc<0 pour & — 0 et « — 2 respectivement. Ainsi c = 0. 
l'équation de l'hyperplan d'appui s'écrit (p, x) = 0 et le point 0 
est dans cet hyperplan, c.q.f.d. 


La notion de cône convexe joue un rôle absolument exceptionnel 
dans les problèmes de programmation linéaire. Cette classe parti- 
culière d'ensembles convexes présente plusieurs caractères spécifi- 
ques. | 

Voyons trois exemples représentés par les fig. 2.8 à 2.10. Dans 
le premier cas, À est un cône convexe sans point commun avec 
l'intérieur de R°. Le théorème 2.5 entraîne que X et R° peuvent 
être séparés par un hyperplan dont la normale a plusieurs coordon- 
nées non négatives. En outre, on peut choisir l'hyperplan séparant 
de façon que sa normale soit un vecteur positif (voir la fig.). 

Plaçons-nous dans le cas 2.9. L'ensemble convexe X est un disque 
de rayon unité et de centre (—1, 0). Le seul hyperplan qui sépare X 
et R° possède la normale (1,0), si bien que l’hyperplan séparant de 
normale positive n'existe pas. 
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Le cône convexe de la fig. 2.10 est le demi-plan de gauche qui 
contient le point 0 sans contenir les autres points de l’axe 0z.. De 
même que À de la fig. 2.8, ce cône ne renferme aucun point de l'or- 
thant non négatif R° à part le point 0. Mais il est impossible de le 


séparer de R° par l’hyperplan de normale positive. Le fait est qu'il 
n’est pas fermé. 


L'étude des propriétés des cônes convexes utilise la 

DeriniTioN 2.7. Soit À un cône convexe. L'ensemble 

= {p |p ER?, (p, rx) < 0 pour tout zx E A} 
s'appelle cône convexe dual de K. 


L2 


Fig. 2.8. Fig. 2.9. Fig. 2.10. 


On illustre cette notion par les fig. 2.11 et 2.12, où les droites 
en pointillé représentent les générateurs des cônes Æ* duals des 
cônes Æ (secteurs ombrés). En d’autres termes, le cône X* est formé 
de vecteurs p, chaque p faisant un angle non aigu avec tout vecteur 
de X. Aussi les générateurs des X* des figures sont les demi-droites 
perpendiculaires aux générateurs de X. On laisse au lecteur le soin 
de démontrer la convexité de X* (voir exer. 12). 


TæesorsME 2.7. K* est un cône fermé. 


DEMONSTRATION. On suppose ‘que les vecteurs de la suite p!, p°,... 

, --. appartiennent à K* et que la suite converge vers 

‘lim p" — p. On montre que p E K*, i.e. (p, x) L O0 pour tout 

Secteur z EX. 

On a {p*, x) & 0 parce que p“ € K*. On passe à la limite pour 

k — œ et on utilise la propriété de continuité du produit scalaire 
(de la fonction linéaire dans notre cas), il vient (p, x) < 0. 

On peut associer à X* un cône dual (ÆX*})* noté X** = (K*)*. 
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Ci-dessous un résultat géométriquement évident qui est d’une 
importance capitale. 


TH£OREME 2.8 (THÉORÈME DE DUALITE POUR LES CONES CONVEXES). 
1) A** = K'; 
2) si K est un cône convexe fermé, alors K** = K. 


DeMonsTRATION. 1) De la définition de X*, il résulte que (x, p) < 
< 0 pour tout point zx E X et p € K%. Donc, x € K**, i.e. K = K**. 


LL 0 RE “ 


Fig. 2.44. Fig. 2.12. 


2) L'inclusion X = K** étant démontrée, il reste à vérifier 
K = K** pour X fermé. On admet que a € K.Sia € K**, le théorè- 
me se trouve démontré. On applique au cône fermé Æ et au point 
a & À le théorème de séparation et le résultat 2.6 (tout hyperplan 
d'appui à un cône passe par l'origine des coordonnées). Soit p le 
vecteur de la normale à l’hyperplan qui sépare À et a, auquel cas. 
(zx, p) 0 pour tout point x E K et (p, a) > 0. D'où p E K*, donc 
a & K** parce que le produit scalaire des vecteurs a et p € K* est 
plus grand que 0. 


TH£OREME 2.9. Si un cône convexe fermé K ne contient pas de vecteur 
non négatif 0 (i.e. Kf\ R? = 0), alors K* contient un vecteur 
positif p > 0. 


DEMONSTRATION. Supposons par l'absurde que le cône X* ne 
contient pas de vecteurs positifs. On recourt alors au théorème 2.5 
(il existe un vecteur non négatif p > 0,p #0, et (p, x) < 0 pour 
tout x € K*). Cela signifie à la lumière de la définition d'un cône 
dual que p € K**. K étant fermé, À = K** par le théorème précé- 
dent, d'où p € À, ce qui contredit l’hypotheèse du théorème. 
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On est en mesure de préciser l’énoncé du théorème de séparation 
2.5. 


THeoreME 2.10. Soit K un cône convexe fermé qui rencontre R? 
le long du seul vecteur nul. Il existe un vecteur positif p > 0 tel que 
(p, x) < 0 pour tout x € X. 


La démonstration est immédiate compte tenu du théorème précé- 
dent et de la définition d'un cône dual. 


$ 3. Ensembles convexes polyédriques 


1. Dans ce paragraphe, on se propose d'analyser une classe spé- 
<iale d’ensembles convexes qui correspond géométriquement aux 
polvèdres. 

DeriniTiox 2.8. Soient x!, z?, ..., x" des points quelconques de 
R". On appelle combinaison linéaire convexe de ces points la somme 
ar! L'art +... + ax”, avec a, i — 1, 2, . k, des nombres 
non négatifs arbitraires dont la somme est 1 : u > > 0, 2e 


À, DURE 


Conformément à la définition 2.1, un ensemble X est dit con- 
vexe S'il contient la combinaison linéaire convexe de ses deux points 
quelconques. 


TH£eoR£ME 2.11. Soient X un ensemble convexe et x, x°, ..., x" 


n'importe quels points de À. L'ensemble À contient toute combinaison 
linéaire convexe de ces points. 


On démontre par récurrence sur le nombre À de points. Si #4 = 2, 
l'affirmation du théorème coïncide avec la définition d'un ensemble 
convexe. 

Supposons démontré que toute combinaison linéaire convexe de 
k — 1 points de X appartient à X. Soient k points x',zx°,...,2*"!, x* 

k 


et la combinaison linéaire convexe x — >, ati. Si ax = 1, alors 
i=1 
a; = 0Opoui<Li<k—1ietx - r“ E X. Admettons que &;, < 1, 
k-1 
auquel cas { — ay = S &; > 0. On groupe les termes dans l’ex- 
ii 


pression de zx 
l-1 


= (1— x) 27 


Les nombres &;/(1 — &;), i = 2, ., À — Â, sont non négatifs 


pi à L'az*. 
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et leur somme vaut 1: 
= k=1 


| &i 1 1 
É 1— GR 1Â1—aR 2 Î ia. 2x) 
= i= 
k=1 
e Œ : . . . # e 
L'expression z' = Y = x est donc une combinaison linéaire 
= 


convexe des points x!, z°, ..., z"-! de X. Par hypothèse de récur- 
rence, x’ € X, auquel cas le point z = (1 — &x) x’ + a,x* est com- 
binaison linéaire convexe de deux points de À, donc z € À. 


Deérinrrion 2.9. Soit M un ensemble ponctuel (fini ou infini) de 
R". On appelle enveloppe convexe de M, et on note C (M), l’ensemble 


Fig. 2.13. Fig. 2.14. 


de toutes les combinaisons linéaires convexes des points de M. 


Considérons à titre d'exemples deux ensembles M, et M, des 
fig. 2.13 et 2.14. M, a pour éléments trois points différents (4, B, C) 
du plan, et :W, est une circonférence. 

On voit de suite que l'enveloppe convexe de 7, est le triangle 
ABC (muni de ses points intérieurs). En effet, soit D un point quel- 
conque du triangle. On mène par D et C une droite. Soit £ le point 
où la droite rencontre le segment 14, BÏ. Le point £ est dans ce cas 
une combinaison linéaire convexe de À et B: E --= aA + (1 — a) B, 
avec 0 & a < 1. Le point D est sur le segment [E, C], et on écrit 
donc D =BE +(1—B)C, OLB<LA1 D'où D =B(ad + 
+(—a)B) +(—$B)C = afA + (1 — a) BB + (1 — B) C. Le 
second membre est combinaison linéaire convexe de À, B, C parce 
que aB + (1 — «) B + (1 — BP) = 1. Tout point du triangle ABC 
appartient donc à l'enveloppe convexe de l’ensemble Af,. 

L'enveloppe convexe de 7, est le disque limité par W,. En effet, 
tout point D du disque s'écrit sous forme de combinaison linéaire 
convexe des points À et B de la circonférence qui sont les extrémités 
du diamètre mené par D. 
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La propriété des enveloppes convexes de f, et 4/7, de contenir 
ces points seulement decoule du 


THÉOREME 2.12. L'enveloppe convexe C (1) de l'ensemble M coïr- 
cide avec le plus petit ensemble convexe contenant 1. 

La démonstration est évidente car, d'une part, C (:W) est un 
ensemble convexe, et, d'autre part, X étant un convexe contenant A 
contient toutes les combinaisons linéaires convexes de points de Àf, 
ie. À = C (Àf). 

Deux exemples ci-dessus montrent que tout point des ensembles 
C (M,) et C (A7,) peut être exprimé par les points extrêmes (ce sont 
A, B, C du premier exemple et les points de la circonférence dans 
le second). 


D&eriNiTioN 2.10. Un point x d’un ensemble convexe À est dit 
extrême s il n' admet pas la représentation zx — 
Ex, T'EX,.z EX: 


On note que tout ensemble convexe ne possède pas de points 
extrêmes. Ainsi, le demi-plan supérieur fermé est un convexe, a des 
points frontières (que sont tous les points de la droite définissant le 
demi-plan), mais il ne possède pas de points extrèmes. 

On rappelle qu’un ensemble fermé et borné est compact. Les en- 
sembles compacts convexes ont une structure assez simple, à savoir 
on a le 


1 1 < 
x! +5 où 


2 


TH£EOREME 2.13. Tout ensemble compact convexe de R" est l'enveloppe 
convexe de ses points extrêmes. 


Cela signifie que tout point x € X, À étant un compact convexe, 
s'écrit sous forme de combinaison convexe d’un nombre fini de 
points extrêmes de À. On démontre sans peine qu'un compact con- 
vexe possède des points extrêmes (voir exer. 6). 

I1 n’est pas difficile non plus de prouver que tout point x d'un 
compact convexe ZX est combinaison linéaire convexe de certains 
points frontières de X. En effet, soit s un vecteur quelconque dans R”. 
Prenons la droite L (x) = x + Às, —oo << À << co, qui passe par zx 
(pour À = 0). X étant un convexe borné, la droite L (x) coupe sa 
frontière en deux points x! et z* (peut-être confondus). Dans ce cas, 
le point x € À appartient au segment [x!, z°] et constitue donc une 
combinaison linéaire convexe des points frontières x!, x° de X. 

Le théorème 2.13 se trouvera démontré si l’on montre que tout 
point frontière x° est combinaison linéaire convexe d’un nombre fini 
de points extrêmes de À. On démontre cette propriété ayant une 
interprétation géométrique claire moyennant la notion de dimension 
d’un ensemble convexe. 

On rappelle la définition d’une variété linéaire. On appelle 
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variété linéaire Q = KR" un ensemble de la forme Q = x° + L, avec L 
un sous-espace. L'Algèbre linéaire apprend que si Q — z' + L', L' 
étant un sous-espace, alors L — L', i.e. il correspond à la variété 
linéaire Q un seul sous-espace Z dont © est le translaté. 

La dimension d'une variété linéaire Q — x° + L est la dimension 
du sous-espace L. 

La variété linéaire Q de la fig. 2.15 est obtenue par translation 
du sous-espace L: un point quelconque z de Q s'écrit x — x° + 1, 
où LE L. Il est clair que le choix de 2° n'est pas univoque. Dans 
l'exemple considéré. la dimension de Q est 1. 

Comme R' est une variété linéaire (de dimension n}), z° = 0, 
L = KR, tout ensemble convexe X = R'" appartient à une variété 
linéaire de dimension n. 

On appelle dimension d’un ensemble convexe X € R" la plus petite 
dimension des variétés linéaires contenant X. Ainsi, la dimension 
du segment [A, B] (fig. 2.13) est 1, 
celle de l’ensemble convexe réduit à À 
vaut 0, et le triangle ABC a pour di- 
mension 2. Si la dimension d'un en- 
semble convexe X est k,onditqueÂ = 
œ R*'; on prend, à cet effet, une va- 
riété linéaire Q, X = Q, k-dimension- 
nelle et, dans Q = x° + L, un système 
de coordonnées 2° + 1, 2° + 1,,... Fig. 2.15. 

., 2+1,,avec {l, Le, ...,1,} une base 
de L. La variété Q devient un espace vectoriel de dimension . 
Ainsi, on choisit comme origine dans Q de la fig. 2.15 le point x° 
et comme base le vecteur !, auquel cas Q devient R!. 

Voici un autre fait évident relatif à la notion de la dimension des 
ensembles convexes. Soit un ensemble X de dimension k et X = R'. 
La dimension de l'intersection de Æ et de tout hyperplan P = 

= {z 1 (p, x) = d}, où p ER", p 0, est au plus égale à 4 — 1. 


En effet, soit L= {z | (p, rx) = 0}, auquel cas la dimension de L 


est, on le voit sans peine, 4 — 1. Comme PNA À = x° + ie l'inter- 
section P M X est, par définition, au plus À — 1-dimensionnelle 
er" À). 


DEMONSTRATION DU THÉORÈME 2.13. On opère par récurrence sur 
la dimension k de X. Si k = 0, alors X constitue un point, si bien 
que l'affirmation du théorème est triviale. Supposons-la vraie pour 
une dimension inférieure à k, et soit X un ensemble k-dimensionnel. 
On note a un point frontière quelconque de X (il y a existence parce 
que À est un compact). Aux termes du théorème 2.4, on trouve un 
hyperplan (p, x) = (p, a) tel que (p, x) < (p, a) pour tout x € X. 

L'intersection X, de X et de l’hyperplan est un ensemble con- 
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vexe compact non vide (l'hyperplan étant convexe et contenant le 
point a € À). L'ensemble À, a une dimension plus petite que # 
et représente par hypothèse de récurrence l’enveloppe convexe de 
ses points extrêmes. Cela étant, tout point extrême c de X, en est un 
de X. On procède par l'absurde et on suppose que c = ax! + 
+ M—a)z, 0La<i, xl, 2 EX. On a O0 — (p, c— a) = 
= à (p, z'— a) + (1 — «) (p, x° — a), du moment que c est un 
point de l’hyperplan. Comme (p,z!'— a) < 0, (p,x*—a)<0,on 
a les égalités (p, x! — a) = 0, (p,rx°— a) = 0,i.e.r'E X,,z* € À. 
Or, c est un point extrême de X,, donc x! — c, x° = c. 

Ainsi, tout point frontière a de X est combinaison linéaire con- 
vexe des points extrêmes de ZX, c.q.f.d. 


DEFINITION 2.11. Un ensemble X s’appelle polyèdre convexe s'il 
est l'enveloppe convexe des points en nombre fini. 

Autrement dit, un ensemble X est un polyèdre convexe s'il con- 
tient un nombre fini de points z!,zx°,..., x} tels que tout élément 
z de X s'écrive 


k k 
z= it! 0La;,<1, > @y = 1 
11 {= 1 


et que tous les points de cette forme soient dans À. 
THEOREME 2.14. Un polyèdre convexe est compact. 


DEMONSTRATION. Soit À un polyèdre convexe enveloppe convexe 
de ses points z',z°, ...,z2": X = C(x', r°,. 2). On démontre 
la compacité de X sous la condition suffisante qu ‘on extraie d’une 
suite arbitraire x (m) € À, m = 1, 2, ..., une suite partielle con- 
vergeant Le unxEX. Onaz(m)E X,m = 1,2,...,si bien que 

k 


z (m) = DE (m)zi,0<a;(m) 14, Ÿ @; (m) = 1. Chaque suite 
î = 


&; (m), m — 1, 2, ..., est bornée; on en choisit donc une sous- 
suite convergente. Les suites {a; (m)} étant en nombre fini (i — 
= 1, 2, ..., k), on peut former une suite partielle de numéros 
M, Ms, . - . telle que toutes les suites &; (m;), j = 1, 2,..., con- 


vergent. Soit . a; (m;) = «a > 0. Evidemment, ÿ &;=1, 
i=1 
k 


auquel cas >) @;(m;) zi, j = 1, 2, ..., possède une limite et 
i=1 


k R 
z= lim >. a; (m;)x' = D a;z'EX, 
300 i= | i=1 


ce qui démontre le théorème. 
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Deux derniers théorèmes entraînent qu'un polyèdre convexe est. 
l'enveloppe convexe de l’ensemble de ses points extrêmes. Si M — 
— CET: ne) est l'enveloppe convexe de l’ensemble ponctuel 
S = {x!, a, ..., æ*}, on voit clairement que seuls peuvent être 
des points extrêmes de M les (ou des) points de S. 

Les résultats obtenus sont suffisamment intuitifs pour qu'on 
ait une idée nette de la structure des polyèdres convexes, i.e. des. 
ensembles convexes bornés fermés avec les points extrêmes en nom- 
bre fini. 

2. On passe à l'examen de l’autre classe importante d’ensembles. 
convexes que sont les cônes polyédriques. 


DeriniTionN 2.12. Soit M< R”" un ensemble quelconque. On 
appelle enveloppe conique, et on note Co (M), l’ensemble de toutes. 
k 


les combinaisons linéaires non négatives D aix de points de M. 


{= 1 
On montre sans peine que Co (M) est le plus petit cône convexe 
contenant M (voir exer. 17). Le domaine ombré de la fig. 2.16 est 


#æ D 


Zy 


Z2 


L, 
Fig. 2.16. Fig. 2.17. 
Co (M), avec 17 formé de trois vecteurs g!, g°, g%. L'ensemble 1/ de 
la fig. 2.17 est une circonférence. 


DeriNiTION 2.13. Un cône convexe X est dit polyédrique s’il est 
l'enveloppe conique d’un nombre fini de ses points. 


On comprend intuitivement qu'un cône polyédrique est fermé. 
mais la démonstration de cette propriété doit être précédée de 
celle du 


LEMME 2.1. On suppose qu'un vecteur x 0 est combinaison li- 
h 
néaire non négative des vecteurs x!, x°?, .. F2 aix}, &œ > 0, 


i—1,2,...,k. Le vecteur x s'écrit comme combinatson linéaire non 
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négative d'un certain nombre de vecteurs linéairement indépendants de 
l'ensemble {x!, x°, ..., x"). 


D£EMOxSTRATION. On raisonne par récurrence sur À. L'affirmation 
est triviale pour À = 1. Supposons-la vraie pour les nombres plus 
petits que k. Si au moins l’un des &; du lemme vaut 0, on applique 
l'hypothèse de récurrence. On admet donc que &; > 0,i = 1,2,... 
..., k. On suppose que x!', x°,..., x" sont linéairement dépendants. 


LE à . 
i.e. S Aix = 0, où à; sont non tous —=0. On admet que certains 


ii 
3; sont positifs (dans le cas contraire, on les multiplie tous par —1). 


Soit 0— max (As/a). Il est clair que 8 > 0. Soit 8 = M/u 
1<ick 
pour fixer les idées, auquel cas 


k k k k 
z=z—< > Aux = >, air Az' = D, CE M) x. 
ii 


i=1 i={ i=1{ 


Les coefficients &; — À; 0 sont non négatifs car 0 > Ai/a, à = 
= 1, 2, ..., k, et «, — X,/0 — 0. Par conséquent, le vecteur z 
est combinaison linéaire non négative de 4 — 1 vecteurs z*, x, ... 
..., æ*. On l'exprime, par hypothèse de récurrence, par un sous- 
système libre de ces vecteurs. 


THeoreME 2.15. Un cône polyédrique convexe est fermé. 


DEMONSTRATION. Soit Æ — Co(x!, x°, ..., x“). Plaçons-nous 
dans le cas où le système de vecteurs z', à — 1,2,..., k, est linéaire- 
ment indépendant. Soit ZL un sous-espace vectoriel k-dimensionnel 
de R'" engendré par ces vecteurs. Alors x!, z°, . .., x" est une base 
de L. On enseigne en Algèbre linéaire qu’on munit L d'un produit 
scalaire de façon que la base donnée soit orthonormée, ce qui permet 
d'identifier Let R*', d'une part, et X et R#, de l’autre. Il est évident 
que R* est un ensemble fermé, ce qui entraîne la propriété de À 
d’être fermé pour la norme associée au produit scalaire choisi. On 
utilise l’équivalence de normes. Soit le cas où l’ensemble de vecteurs 


z', t°, ..., x" est linéairement dépendant. On considère un sous- 
système libre quelconque z'1, zx'?, ..., x'° de cet ensemble et le 
cône K, = Co (z'1, xt, . .., x'*), avec © — {i,, is, . . ., t,). Comme 


déjà vu antérieurement, X, est fermé. On démontre À = |] X,, la 


[ei 
réunion étant prise par rapport à tous les jeux © correspondant aux 
sous-systèmes libres de vecteurs z!, z°,..., zx". En effet, on a évidem- 
ment À = |) K,, et l'inclusion inverse découle du lemme 2.1. La 

© 


propriété, pour la réunion d’ensembles fermés en nombre fini, 
d’être fermée démontre le théorème. 
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CoxsEqQuExcE. Tout cône polyédrique conveze K vérifie l'égalité 
K = K*?, 


L'affirmation résulte du caractère fermé du cône (on vient de le 
démontrer) et du théorème de dualité pour les cônes convexes. 

Lorsqu'on étudie les cônes convexes, la notion de point extrême 
si utile pour préciser la structure des polyèdres convexes n’a plus 
aucune valeur. Ne voit-on pas, en effet, qu’un cône possède un point 
extrême au plus? On introduit donc un nouvel être mathématique. 


D£ériniTioN 2.14. Un vecteur x-£0, x € K, est dit vecteur extré- 
mal pour un cône convexe K si x — 1/2x! + 1/2r°, avec z!, z° € K, 
entraîne x! = Àx, 2° = ux pour certains À > 0, u > 0. 

Cette définition a une signification claire. Ainsi, g!, g° de la 
fig. 2.16 sont des exemples de vecteurs extrémaux. Si X est le demi- 
plan supérieur fermé de R°: À = {x |x = (x,, 2), x: > 0},il a 
pour vecteurs extrémaux (1, O0), (—1, 0). 

Si un vecteur x € X est extrémal, il en est évidemment de même 
de tout ur, u >> 0. Nous dirons par convention que le vecteur zx 
appartient à la demi-droite extrémale ux, u >> 0. On voudrait certes 
obtenir pour les cônes polyédriques un analogue du théorème 2.13 
relatif aux ensembles convexes compacts et dire qu’un cône polyé- 
drique est l’enveloppe conique de ses vecteurs extrémaux. Mais il 
existe des cônes polyédriques convexes dépourvus de vecteurs extré- 
maux. Citons, p. ex., le plan R° tout entier ou le cône défini par 
z, > 0 de l'espace R®. Le dernier cône est polyédrique (il coïncide 
avec l'enveloppe conique des vecteurs (0, O, 1), (1, O, O0), (—1, 0, O), 
(0, 1, 0), (0, —1, 0)) sans posséder aucun vecteur extrémal. 

On a néanmoins le résultat évident suivant. 


LEMME 2.2. Soient K = Co (x!, x°, ..., x") et fc, Co, . . ., Ce} 
l'ensemble de tous ses vecteurs extrémaux appartenant à des demi-droites 
extrémales distinctes. Parmi les vecteurs x?, j = 1, 2, ...,k,ilyen 
a nécessairement s appartenant à ces demi-droites. 


Les exemples cités de cônes sans vecteurs extrémaux expliquent 


la chose ; ces cônes contiennent un sous-espace. On formalise ce fait 
à l’aide de la 


DeriNirioN 2.15. Un cône convexe Æ est dit pointé si les relations 
d'appartenance x € K et —x € K impliquent x = 0. 


Cette définition correspond exactement à l'exigence que Æ ne 
renferme aucun sous-espace vectoriel de R'". Les deux cônes des 
fig. 2.16 et 2.17 sont pointés. 


LEMME 2.3. Soient xl, x°, ..., x* des vecteurs non nuls. Si Le 
cône K — Co(zx!, z°, ..., x") est pointé, les vecteurs x!, x?, ..., x 
4—0870 
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ä 


sont positivement indépendants, i.e. les conditions X: À A=0,2;>0, 
=1 


0 cha ne Ra CU 


DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur k. L’affirmation 
du lemme est évidente pour À = 1 parce que zx! est non nul, par 


hypothèse. 
Supposons que le lemme est démontré pour des nombres plus 


petits. Soit b: At = 0, À5>0, j = 1, 2, ..., k, auquel cas 


… 


Az = 2 Aa. Comme A EK,hMz'EK, on a par défini- 


k | 
tion d’un cône pointé Az —=0= 7% Az. Alors À = 0, et À, — 


= 
= 3 =... — 8 = 0, par hypothèse de récurrence. 


Tu£oreME 2.16. Un cône polyédrique pointé K est l'enveloppe 
conique de ses vecteurs extrémaux en nombre fini. 


DEMONSTRATION. Soit Æ == Co (x, z®, ..., x“). On biffe celui 
des vecteurs x!, z°,...,z2* qui s "exprime comme combinaison li- 
néaire non négative des autres. Si la chose est possible, on examine 
k — 1 vecteurs restants et on répète l'opération. On aboutit finale- 
ment à un ensemble de vecteurs, disons, x!, z°, ...,Z (r<k) qui 
jouit des propriétés suivantes: À = Co (x', z°, ..., z'); aucun vec- 
teur x’, 1<j<r, n’est combinaison linéaire non négative des 
autres. 

On montre que cet ensemble est formé de seuls vecteurs extré- 
maux. Faisons l'hypothèse de x! non extrémal. Dans ce cas, x! — 


ay, où tous les nombres a; >0. D'où (1 — &) x! — 


C2 


I 
As ITA: 


œyT?. 


ia > 1, alors ( — au) € K et (a — 1) « € K, i.e. x! = 0. 


LE 


CA || 


mots 


Si = 1,ona S ax) = 0, résultat impossible parce que, première- 


j=2 
ment, il contredit le lemme 2.3, et, deuxièmement, aucun vecteur 
z,j —1,2,...,r, n’est évidemment nul. Soit maintenant a; < 1. 
r 


Î n e e Q e Ld e 
On a z'=-—— ÿ ax’, i.e. x! est combinaison linéaire non 
=? 


négative des z°, x, ..., x", propriété exclue. Ainsi, le théorème se 
trouve démontré. 
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Faisons une remarque sur la différence entre la notion de point 
extrême d'un ensemble convexe (définition 2.10) et celle du vecteur 
extrémal d’un cône convexe (définition 2.14). Ce qui les distingue 
essentiellement, c'est le fait que le vecteur Ô peut être un point 
extrème d’un cône sans en être un vecteur extrémal. D'autre part, 
le point O est évidemment un point extrême d’un cône pointé X. 
En effet, soit O — 1/2x° -L 1/2r”, où x’, x” € K. Il en découle x” = 
—= —zx', ce qui contredit la définition d’un cône pointé. 


$ 4. Structure des ensembles admissibles 
des problèmes de programmation linéaire 


1. On se propose d'étudier d’une manière systématique la struc- 
ture des ensembles admissibles des problèmes de programmation 
linéaire. Un ensemble admissible est décrit par le système d’inéqua- 
tions linéaires de la forme 

QE + pole + ee 7 Cinln Or 


Goilr + dote Te. + + ConTn K Vo, (2.3) 


A miT 17 Amole Fe. + Emnln L Om. 


On n'écrit pas à part les contraintes zx; > 0 car ces contraintes, si 
elles existent, sont incluses dans le système (2.3) sous forme —zx, < 0. 
Le symbole a; désignera dans la suite le vecteur a; — (a;1, aie, ... 
. Gin) (la ligne i de la matrice À des coefficients de (2.3)), et a? 
sera le vecteur a? — (a;j, @j, . . ., Amj) (la colonne j de À). 
Le système d'inéquations (2.3) prend une forme plus compacte, 
à savoir 


(a, Tr) S'y, (Ge, +) L' ds, . .., (Am) €) KL bms (2.4) 


zx étant comme toujours x = (x,, Z:, . . ., Z,). 
Si l'on fait recours à la notation À = (a;j), i = 1, 2, ..., m, 
j =1,2,..., nr, notre système se récrit 
Az < b, (2.5) 


où b = (b,, ba, . . ., bn). 

La lettre X désignera dans ce chapitre l’ensemble des vecteurs réali- 
sables, ïi.e. l'ensemble des vecteurs x vérifiant (2.3): X — 
= {x EE R'|A4x< b}. Il se peut que l’ensemble X soit vide. Un 
exemple simple en est l’ensemble de R' défini par les contraintes 
ZT, L'Â, —z, L —2. On fait à ce propos la restriction suivante : dans 
ce paragraphe, toutes les affirmations relatives aux propriétés de X 
se rapportent au cas de À non vide. 


T'HEOREME 2.17. Tout ensemble X des vecteurs réalisables est convexe 
et fermé. 


a 
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D£ÉMOXSTRATION. On montre que le demi-espace X; défini par 
(a, x) < b; est convexe. En effet, soit x, x” € X;. On a (a, x) < b;, 
{a;, x’) L bi. Soit « un nombre quelconque tel que 0< « > {, 
auquel cas 


a (a;, x) L'ab;, (1 — a) (a;, x’) (1 — «) bi. 


On fait la somme et on utilise la linéarité du produit scalaire, il 
vient (a, ax + (1 — a) x’) < ab; + (1 — a) b; = b;. D'où la con- 
vexité de X;. On constate aisément que l’ensemble X est l’inter- 
section de demi-espaces X;, i.e. x € X si et seulement si x est élément 
de tous les X;, i = 1,2,..., m. Il ne reste qu'appliquer le théorème 
2.1 (l'intersection d'’ensembles convexes est convexe). 

On peut utiliser, pour démontrer le théorème 2.17, l'écriture 
matricielle (2.5) du système d'inéquations donnant X. Faisons-le 
car dans la suite nous aurons souvent affaire aux matrices. Si 
z.z'E X,alors Az< b, Az'< b, auquel cas a Az < ab, (1 — x) Az < 
< (1 — a) b (on se sert de la non-négativité des nombres & et 1 — @). 
D'où «Az + (1 — «) Az’ < b. L'opération de multiplication d’une 
matrice par un vecteur étant linéaire, on a A (ax + (1— a)x) < 
< b, i.e. ax + (1 — a) x E X. 

On démontre la deuxième propriété voulue (X est fermé). Soit 
z(k), k = 1, 2, ..., x(k) E À, une suite convergente arbitraire, 
lim x(k) = x. On passe à la limite dans Az (k) < b quand À —+- oo. 
k = oc 


La continuité de la fonction Az fait que Ax < b, c.q.f.d. 


Les points extrèmes de À sont des objets particulièrement inté- 
ressants. Il se peut que X en soit dépourvu (certains exemples de ces À 
nous sont connus dès le paragraphe précédent). On établit les con- 
ditions qui garantissent l'existence des points extrèmes. 


DérixtTioN 2.16. Un point 2, € À est dit intérieur s'il vérifie 
strictement toutes les inéquations (2.3) (donc (2.4), (2.5)): (@;, zo) 
<b;,i—=1,2,..., m. Tous les autres points de À seront qualifiés 
de points frontières. 


Cette définition est parfaitement cohérente avec la notion usuelle 
d'un point intérieur. En effet, si l’on utilise la continuité des fonctions 
{a;,. x) et le fait qu'elles sont en nombre fini dans notre cas (i = 
= 1, 2,..., m), on trouve facilement un nombre & tel que si la 
longueur du vecteur À = (A,, A:, ..., À,) est plus petite que €, 
|| À 1 < €, alors on ait les inégalités (a;,xzy + A) < b;,i = 1,2,. 
... M, i.e. le point x, + À appartient lui aussi à X. En d' autres 
termes, toutes les fois que À contient un point intérieur xs, il con- 
tient un e-voisinage de ce point. 

t Le point intérieur x; de À ne peut évidemment être extrème. 
En effet, il s'écrit zo — 1/2 (zo + A) + 172 (xs — A), où xzo + A, 
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Zo— AE ZX: contradiction avec la définition 2.10 d’un point extré- 
me. Il est donc clair qu'on trouve les extrêmes parmi les points fron- 
tières, i.e. parmi les points pour lesquels au moins une condition 
(2.3) devient égalité. 


DériNiriox 2.17. Le support d'un point frontière x, est l'ensemble 
des contraintes (2.3) vérifiées par zx, sous forme d'égalités. Autre- 
ment dit, le support de x, est l’ensemble des hyperplans (a;, x) = b; 
qui définissent À et qui contiennent xs. 


Si l’on reprend la fig. 2.1, on voit que le point À a pour support 
deux droites 3x, + 5x: = 15, 10x, + 7x, — 35, et le point de 
coordonnées (2, 0) la droite x, = 0. Soient © = (iy, és, + - ., êm)s 
1<i, Lm,j—=1,2,...,k, les numéros des vecteurs a; qui défi- 
nissent le support de x, et o l’ensemble des numéros i € {1,2,...,m} 
restants. 

On note À, la matrice de vecteurs-lignes a;, à € ©, et b, le vecteur 
formé de coordonnées de b indicés par les éléments de 6. On introduit 
de même les notations 43 et b5. Si l’on a par exemple 


( 3 5) ( 15 
4 1 2 
10 7 35 à 
A=| 4 4, =] 4, 2=(5%, %). 
—1 0 0 


Ù 0 —1) 0) 
(c'est le cas de la fig. 2.1), alors o — (1, 3), o = (2, 4, 5, 6), 4, =. 


L (0): bo = (3): 


ie | ( | 
4121 of 6-7 


0 —1) ( 0) 


Les contraintes (2.3) (ou (2.5)) deviennent pour xs: A 570 = ds 
A5to < 05. 

On rappelle que le rang d’une matrice est par définition le nombre 
maximum de ses lignes (ou colonnes) linéairement indépendantes. 


TH£OREME 2.18. Un point x, € X est un point extrême si et seule- 
ment si le rang de A, est n. 


DEMoNsTRATION. Le cours d’Algèbre linéaire dit que l'équation 
À ,çZ = 0 n’a pas d’autre solution à part 0 si et seulement si le rang 
de À, est égal au nombre rx de variables. 
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On montre en premier lieu que si x, est un point extrême, alors le 
rang de À, vaut nr. Supposons que tel n'est pas le cas. Le rang de À 
est alors inférieur à n, si bien que À,x = 0 a pour solution x Æ (. 
Comme A5zo << b5, on trouve & = 0 suffisamment petit tel que 


A5 (to + az) <b5, A5 (to — ax) << b5, 
et 
À (Zo + at) = À To + GA TX = À To = V- 


De même, À, (x0 — ax) = b,. Il en résulte que x, + ax, xo — ax 
sont dans À, ce qui contredit l'hypothèse « x, est un point extrême » 
(en effet, zo — 1/2 (zo + &x) + 1/2 (Zo — ax)). 

Inversement, soit » le rang de 4,. On admet que x, n’est pas un 
point extrême de X. Il existe deux points zx’, z”E X, x zx”, tels 
que Zzo = ‘/,9x + 1}x", auquel cas bb, = Aro = t/oA æ + 
+ 12A T7. 

Du moment que 4,7 < b,. AT” << b5, la dernière égalité en- 
traîne À ,x” = bd, = A,x”, d’où À, (zx  — x”) = 0, ce qui contredit 
l'hypothèse faite sur le rang de À, (car x — x” Æ 0). Le théorème 
se trouve prouvé. 

Le théorème démontré donne lieu à deux résultats importants. 


TH£orëME 2.19. Les points extrêmes de l'ensemble X, s'il en existe, 
sont en nombre fini. 


D£MoxsTRATION. Selon le théorème précédent, il correspond à 
tout point extrême une matrice carrée non dégénérée À, qui le définit 
complètement : zo = A5'b,. Les points extrêmes de X sont donc en 
nombre fini (car il en est de même des sous-matrices de À). 


TH£ORÈME 2.20. Si l’ensemble X est borné, il est un polyèdre convexe. 


On le prouve à l’aide de la définition 2.11 d'un polyèdre convexe 
et du théorème 2.13 (tout ensemble fermé et borné (compact) est 
l'enveloppe convexe de ses points extrêmes). 

2. La démonstration du théorème 2.18 suggère l’idée qu'on ferait 
bien d'imiter le cas des systèmes d'équations linéaires et d'étudier 
le système homogène Az < 0. 

On appellera X l'ensemble des vecteurs x vérifiant Az < 0: 
K = {x | Az < 0}. Le lecteur démontrera, s’il le désire, que X 
est un cône convexe (voir exer. 11). 

L'’affirmation suivante est d’une portée capitale. 


TueorsME 2.21. L'ensemble K= {x | Az < 0} est un cône polyé- 
drique convexe. 


DEMONSTRATION. Soit, dans R”, le cube Q = {x | —1 < x, L 1, 
i=1,2,...,n,z = (2, 22,...,2)} et l'intersection S = X f\ Q. 
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L'ensemble S est un polyèdre convexe (th. 2.20) parce qu'il est défini 

par le système d'un nombre fini d’inéquations linéaires: S$S — 

= {t | Az <L0,z2, L1Â1, —z; LA1Â,j = 1,2,...,n} et est évidem- 

ment borné. Soient x!, x°, ..., x" les points extrêmes de S, et soit 
k 


le cône K={z LE D dti, M0, it = 1,2,::, k} enveloppe 
i=1 
conique de l'ensemble {z!, x°, ...,z*}. On montre que À = K. En 
effet, À = K du moment que tous les x', à — 1,2,...,k, appartien- 
nent au cône À (S = X) et que K est le plus petit cône contenant ces 
points. D'autre part, si l’on suppose que x € K, il existe un nombre 
À >> 0 suffisamment petit tel que Àz E Q, i.e. Ar E KA Q = S. On 
représente donc le vecteur Àz roue combinaison linéaire convexe 


de points extrêmes de S: Àr = D fizi, B>0,i—1,2....,k, 


i=1 
k 


k 
DB: = 1. Alors z = J'ouxi, où «3 = BA >0,i—1,2,...,k. 
Il en découle x € K, i.e. À = X. Conclusion: À = X. 


Le théorème est illustré par les fig. 2.18, a et b. Les cônes K 
sont ici hachurés et les ensembles S quadrillés. On a marqué les 
vecteurs sous-tendant le cône X. [l v en a qui sont superflus, mais 


2 « 
Re 


x SR ss 
ie 7 
3e tete SC OO 


Fig. 2.18. 


l'essentiel est que X est engendré par des vecteurs en nombre fini. 

Le théorème 2.16 permet de dire que ce sont les cônes pointés 
qui possèdent une structure particulièrement simple. Aussi il est 
important d'établir une condition nécessaire et suffisante pour que 
K = {x | Az < 0} soit pointé. 
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THeoREME 2.22. Le cône K = {x | Az < 0} est pointé si et seule- 
ment si le rang de la matrice À est égal à n. 


DEMONSTRATION. On fait l'hypothèse de À de rang nr, de Æ non 
pointé et de x = 0 tel que z € K, —zx € K. Dans ce cas, Az < 0, 
—Az < 0, i.e. Az — 0, égalité impossible parce que cette équation 
homogène possède une solution unique z = 0 (le rang de À est'égal 
au nombre de variables). Si l’on suppose par contre que le rang de À 
est inférieur à n. alors Az = 0 a une solution non nulle zx Æ 0, 
et À (—zx) = 0, i.e. x E À, —x € K, si bien que Æ n’est pas pointe, 
ce qui démontre le théorème. 


Le cas de À de rang nr se présente souvent dans des applications 
pratiques. Ainsi, la matrice des contraintes du programme linéaire 
standard (voir ch. I, $ 3) est de rang n. En effet, si l’on se rappelle la 
convention faite dans ce chapitre, les contraintes zx, > 0,z, > 0,... 
... Zn > 0 s’incorporent dans la matrice générale des contraintes. 
Donc, la matrice des coefficients du problème standard renferme 
une sous-matrice —Z de rang n. 


DeriniTioN 2.18. Si le rang de la matrice À est égal à », l’ensemble 
À = {z | Az < b} est dit régulier. 


TH£gor£ME 2.23. L'ensemble X présente des points extrêmes si et 
seulement s'il est régulier. 


DEMONSTRATION. Soit À un ensemble non régulier, i.e. le rang de À 
est plus petit que nr. La matrice À ne renferme donc pas de sous- 
matrices À, de rang n et, partant, il n’y a pas de points extrêmes 
(voir th. 2.18). 

La démonstration dans l’autre sens utilise un procédé qui permet 
de ramener l'étude d’un système quelconque d'’inéquations à celle 
d’un système homogène. 

Soit l’espace R+! — R7 X R'! de points (zx, t),zE€R",1tE€R!, 


et soit, dans R’+1, le système d'’inéquations linéaires 4x — bt < 0, 
—t<0. La matrice des contraintes s'écrit À — fé me , et son 


rang est n + 1 (vu que A est de rang n). Les théorèmes 2.21 et 2.22 
impliquent que l'ensemble À des solutions est un cône polyédrique 


convexe pointé. Le cône X possède des vecteurs extrémaux (th. 2.16). 
On suppose que tous ces vecteurs extrémaux s'écrivent (x, 0). Comme 


X coïncide avec l'enveloppe conique de l’ensemble de ses vecteurs 
extrémaux, tout vecteur de X prend la forme (x, 0). Cela signifie 


qu'aucun vecteur de K n'est (x, 1), i.e. le système d'inéquations 
Az < b est incompatible, cas qui ne nous intéresse pas. On admet 
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donc qu'il existe dans K un vecteur extrémal (x, t), 4 0. On 


montre que le point + x est alors un extrême de X. Il est clair que 


1 


Lrex. Soit CPR TER L z”,avecz' Hz”, z'EX,zx"E X. 


Ona(z,t) = + (tx',t) + +-(tz”,t). De plus, (tz”,t) € À, (tx",1)€ À. 


Démontrons-le pour ({x’, F par exemple. Commez'E X,ona Ar < 
< b, auquel cas À (Ex) < bt, c.q.f.d. L'hypothèse « (x, {) est un 


vecteur extrémal de À » entraîne (z',t)=2(2,t), 120, (tx”.t) = 
= px, t), > 0. Dans ce cas, A =u= 1, tx” = z=tr", i.e. 
"= zx", ce qui contredit l'hypothèse de x” Æ x”. 

3 On constate une analogie entre la structure de l’ensemble des. 
solutions des systèmes d'équations linéaires et celle de l’ensemble X 
des programmes réalisables du problème de programmation linéaire 
(i.e. l’ensemble des solutions du système (2.3)). 

On éclaircit cette analogie par recours au système Az = b et au 
système homogène associé Az = 0. Soient X et L les ensembles des 
solutions respectifs, ie. X — {x | Az = b}, L = {x | Az = 0}. 
On note que L est un se i.e. L est un cas particulier des 
cônes. Il est classique en Algèbre linéaire que la solution générale 


du premier système s'écrit ro + L, xo étant tout vecteur de À. En 


d’autres termes, X = x, + L. 

Voyons ce qu'il en est du système d'inéquations linéaires de la 
forme (2.3). 

On désigne par M l'enveloppe linéaire convexe de l’ensemble des 
points extrêmes de X. On vient de démontrer le théorème 2.23 qui 
entraîne que si X est régulier, alors M n'est pas vide et est un polvèdre 
convexe. 


THÉOREME 2.24. Si le rang de la matrice À est n (l'ensemble X est 
régulier), alors À = M + K. 


DEMONSTRATION. On utilise l’artifice qui a permis de démontrer 
le théorème 2.23. On a établi notamment que si (x, t), t > 0, est un 
vecteur extrémal de X, alors _ z est un point extrème de À. La 
réciproque est également vraie : si x est un point extrême de X, alors 
(z, 1) est Le vecteur rue dans X. En effet, si l’on admet que 
(x, 1) = +, ie - G” t), où (z',14)EX, (x”,t.)E K, alors 


le +2 Site 4>0, on à rs ex, 
1 
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Le point x admet la représentation zx — . (==) + (+ z') 
2 \h æ \te 


D'où + z'= lo z (z étant un point extrême), i.e. (z’, £;) = 
1 2 
= (x, 1), (z”, tà) = to (x, 1), ce qui démontre que (x, 1) est un 
vecteur extrémal de À. 
On suppose que #, ou t, est nul, disons t, = 0. On a t, = 2, 
TT € X, 7 € X. Soit © le support du point extrême x (voir 


déf. 2.17), auquel cas b, — A ,rz = _ AT + + A ,çtz”. Etant donné 


que Le AT << bs, — Act < 0, il en découle en particulier que 
A,çt” = 0. Le rang de la matrice À, est n (th. 2.18), si bien que 
Z” = 0. Par conséquent, zx’ = 2x et (x’, t,) = 2 (x, 1), (x”, t:) = 
= 0:(x, 1). On a donc établi une fois de plus que (zx, 1) est un vecteur 
extrémal de À. 

Soit (x!, 1), (z°, 1),..., (x, 1), (x*+1, 0), . . ., (x°, 0) les vecteurs 
‘extrémaux appartenant aux différentes demi-droites extrémales du 
cône À, les k premiers vecteurs Correspondant aux points extrêmes 
de X. 

Il est évident que x’ € K pour j = k + 1, ..., s. On passe au 
théorème à démontrer. On a certes À = WY + Æ. En effet. si z° € M, 
z EX, alors Az < b et Az < 0. On montre l'inclusion opposée. Soit 


zx € À, auquel cas (x, 1)€ K et 


kR s | 
(z, D=Ë a (x, 1)+,2 BP; (x, 0), 
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avec «a; > 0, B;> 0 pour tous les j. D'où 


T = 


7 


k 


Or ÿ, ax € M en tant que combinaison linéaire convexe des points 
J=1 


extrêmes x, j = 1, 2,..., k, S Biz € K puisque z’€ K, j — 
J=h+1 
— k + 1,...,s. On a le résultat voulu. 

Les fig. 2. 19 et 2.20 servent à illustrer le théorème 2.24. L'ensem- 
ble X de la fig. 2.19 est un cylindre incliné dans R° dont la base 
triangulaire inférieure est dans le plan x,Ox.. Le polyèdre if est ici 
le triangle engendré par les points extrêmes À, B, C, et le cône X 
est la demi-droite issue de O et parallèle à la génératrice du cylindre. 
On voit que tout point x € À peut s'écrire comme somme de deux 
vecteurs, l’un étant dans XÆ et l’autre dans Af. 

Quant à X de la fig. 2.20, c'est un cylindre illimité de deux côtés. 
Les points extrêmes font défaut, mais on voit assez bien que À est la 
somme du triangle ABC et du sous-espace L. Il se trouve que la 
situation est caractéristique du cas général de À non régulier. 

Montrons-le. Avec la notation a? pour la colonne j de la matrice À, 
on se convainc de suite que le système (2.3) peut s'écrire 


air, +arz, +...+a"z, < b. (2.6) 


Si le rang de À est r << n, il existe, parmi a!, a*, ..., a"r, colonnes 
linéairement indépendantes, les autres en étant combinaison linéai- 
re. On admet que la propriété d’être linéairement indépendantes 

r 


est spéciale à r premières colonnes, auquel cas a = Ÿ fa’, 


j=1 
= r + 4{,...,n. On porte dans (2.6) et on réduit les termes sem- 
blables, il vient 


r ñn r , 
È ax; => ax; + L az, à at; + > (> Be }r, = 


Ainsi, le système (2.6) est équivalent à 


n 


2 (2+ à Baez.) ai b. (2.7) 
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On introduit la notation 
l,(x)= 2; + Piste j=1,; 2, es T) 


l(x) = (L (x), EL (2), ..., LL (x), 0, 0, ..., 0), Z'(x) E R7. 
On note une propriété évidente de la transformation L: ! (1(x)) = l(x). 
Soit, dans R', deux sous-espaces vectoriels 


L={z|i() =0}, K'= {rlru=t,3: =... —=2,, = 0} 


et l’ensemble Q = X fN\ K. 

On établit facilement que x € Q si et seulement si 1) L (x) = zx; 
2) Az < b. 

Les points de l’espace R’ sont de la forme (zx,, z:,...,x,, 0, ... 
..., 0), si bien que le système Az < b s'écrit pour cet espace 


d 


D aiz; < b. Le rang de À étant r, l’ensemble Q s’écrit par le théorè- 
i 


J= 
me 2.24 comme somme Q = M + K,, avec M un polyèdre convexe 
de R’ et X, un cône dans KR’, X, = {zx ER’, Az < 0). 

On montre que À = Q + L. L’inclusion X = Q + L est évi- 
dente. En effet, six — y+z,où y € Q,z€ L, alors Az = Ay + A: < 
< b (parce que Ay < db, Az <L 0), i.e. z E X. Inversement, soit 
z E X. On pose y = x — L (x), auquel cas Z (y) = L(x) — L(1(x)) = 
= 0, : y € L. Comme z = l(x) + y, on a zx € Q + L parce que 
L(z) E Q. 

Ainsi, À = M + K, + L. On montre que X, + L = K — 
— {x | Az < 0}. On a par suite de (2.7) que Ay = 0 pour tout y € L. 
La définition de X, entraîne ÀAz < O0 quel que soit z € X,. Donc 
K, + L = KX. Inversement, on suppose que x est dans X et on fait 
y =z—T1t(zx). Il est déjà connu que dans ce cas y € L. Cela étant, 
L(z) ER et Az < 0, i.e. L(x) € Ko. Vu quez=y+l(z)},; on a 
z € K, + L. On vient de démontrer le 

TH£OREME 2.25. L'ensemble X des programmes du problème de 
programmation linéaire s'écrit X = M + K, avec M un polyèdre con- 
veze el K — {x | Az < 0}. 


bA4s 


$ 5. Equivalence de deux définitions d’un 
ensemble polyédrique convexe 


Selon les résultats obtenus dans le paragraphe précédent, l’en- 
semble À des solutions du système d’inéquations linéaires Az < b 
s'écrit À = M + K, où M est un polyèdre convexe borné et X un 
cône polyédrique convexe. Avec les définitions 2.11 et 2.12, on 
énonce ce fait comme suit. 

L'ensemble X admet la représentation 


x=21e=S œe+ à pu), (2.8) 
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oùzi,i—1,2,...,k,ety,j = 1,2,...,s, sont des vecteurs de 
k 
À, & > 0, B; > 0, > œi = 1. 


On formule naturellement la 
DérixirioN 2.19. L'ensemble X de la forme (2.8) s'appelle ensemble 
polyédrique convexe. 


Cette définition aidant, les résultats principaux du $ 4 consti- 
‘uent une démonstration du fait que tout ensemble X défini par un 
système d’inéquations linéaires est un ensemble polyédrique con- 
vexe. 

Il s'avère que la réciproque est vraie elle aussi, à savoir tout 
ensemble polyédrique convexe s'écrit comme ensemble des solutions 
d'un système d'’inéquations linéaires. Cela autorise à énoncer la 


DérixiTioN 2.20. On appelle ensemble polyédrique convexe tout 
ensemble X qui coïncide avec l’ensemble des solutions d'un système 
d'inéquations linéaires. 


Lorsque nous démontrerons l’équivalence de deux dernières dé- 
finitions, nous terminerons par là même l’exposé de la théorie des 
ensembles polyédriques convexes qui fait l’objet des $$ 2 à 9 de ce 
chapitre. 

Aux termes du théorème 2.17, l’ensemble des solutions du système 
est convexe et fermé. En premier lieu, on prouve donc ces propriétés 
pour X de la forme (2.8). On introduit les notations 


R k 
m=lzlz=S ait, >, i=1, 2, ...,k; Sat}, 
im im 


k={uu=S Bu B;,>0, j=1, 2: Ne s|, 


auquel cas X = MW + X. Il est connu que Y et Æ sont un polyèdre 
convexe et un cône polyédrique convexe respectivement, si bien que 
X est convexe en tant que somme de deux ensembles convexes 
(th. 2.2). 


L'ensemble X est fermé en vertu du 


LEMME 2.4. Soient M un compact et K un fermé. La somme À = 
—= M + K est un ensemble fermé. 


DEMOXSTRATION. Soit v!, v*, ..., vu" une suite convergente de 
points de À, lim v" = v. On montre que v € X, ce qui entraîne 1e 


M — © 
propriété demandée de X. Il existe pour chaque v”"* des éléments 
z" CE M,y"E Æ tels que v" = x" + y", m = 1, 2,... Avec M 
un compact, on extrait de {z”} (qui peut ne pas converger) une suite 
partielle convergente. On n'’introduit pas de nouveaux indices (car 
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cela alourdirait l'exposé), et on estime sans restreindre la généra- 
lité que la suite {z"} converge. Soit lim x" = x. On ax € M du 


mn — 00 
moment que À/ est fermé. Etant donné y" = v" — x", on affirme 
à la lumière de certains résultats connus de la théorie des limites que 
Ja suite {y"}, m = 1, 2,..., possède une limite qu’on note y. Donc 
y= limy"= limuw"—limz"=vu—zx, yek, d’où v = 
M — mn — © M — à 

= Z + y, i.e. v € À. 

On se propose de former le système d’inéquations linéaires dont X 
défini par (2.8) est l’ensemble des solutions. 

Prenons l’espace R'+! de points w — (u,, u,, ..., u,, v) ou, 
plus brièvement, w = (u, v), avec u = (u,, u,,..., u,) et v un nom- 
bre. Soit, dans R”*!, le système d’inéquations linéaires 


(u, œ') — V < 0, (u, z°) — << 0, . (u, z*) — V < 0, (2.9) 
(u, y!) < 0, (u, y*) < 0, 1 (u, y) < 0, 


z', x, ...,zx" et y', y°, ..., y° étant des vecteurs de dimension nr 
intervenant dans l'écriture (2.8) de X. On désigne par W le sous- 
ensemble de R'"+! qui coïncide avec l’ensemble des solutions du 
système (2.9). D’après le théorème 2.21, W est un cône polyédrique 
convexe, si bien qu’on trouve des points w!, w*, ..., w € W pour 
lesquels 


= uw) ve, »Z>0, t—1, 2, ...) r}. (2.10) 


Chaque point w!t s'écrit w' — (ut, v'), t — 1, 2, r'. 
On construit moyennant les nombres v‘ et les vecteurs u‘ le systè- 
me d'inéquations dans R”': 


(ut, z)& 0, t=1,2,...,7r. (2.11) 


Soit X l’ensemble des solutions du système. On dit que X coïncide 
avec À défini par (2.8). : 
On commence par montrer que À = X. Soit x € XÀ un point 
k 


quelconque. On a pour certains a >0,i—=1,2,...,k, ©, œ —1 


4=1 


et B;, > 0, j = 1, 2, ...,s, 
k 
s= À a+ À By. 


On porte cette pe DRE de x dans (2.11), il LS 


{u, D=Ù (ui, + Ÿ B, (ut, AE CD) A Œ=vt. 
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On a utilisé le fait que le point w' = (u', vt) est solution du système 
(2.9). i.e. (uf, ri) ut, i — 1,2,...,k,et (ut, y)< 0, j=1,2,... 
.., s. L'inclusion À € ZX est donc établie. 


Supposons que À & ZX. [l existe un point zx, EX, x, € X. On 
applique à x, et à l’ensemble convexe fermé ZX le théorème de sépara- 
tion (voir $ 2). Résultat : il existe un vecteur p de dimension n et un 
nombre c tels que (p, x) < c pour tous les x € X et (p, x) > c. 

On montre que le point (p, c) € R"*! vérifie les contraintes du 
système (2.9). C’est vrai en ce qui concerne k premières contraintes 
parce que (p, æ')<c(z'EX,i—=1,2,...,k). Pour voir s’il en 
est de même des s contraintes restantes, on prend l’ensemble de points 
zg = x + fPy’, avec j fixé, { < j LS, un nombre non négatif quel- 
conque et x € À tout point (fixe) de l’ensemble X. Evidemment, 
zs € À pour tout; f >> 0, auquel cas (zg, p) = (x, p) + BY, p)< 
< c. Or, la dernière inégalité n'est possible que si (y, p}) < 0. 
Donc, (p, c) € W. Aussi on a pour certains y >0,t—1,2,...,r, 


(p, c) 2 puis > Ÿt (ut, v'), 


Fr r 
ie. p = 2 veut, c = 2 vu. Comme z,€ X, i.e. x, satisfait aux 


1 
conditions (2.11), 
P, = 2 vu, m2 vw'=c, 


ce qui contredit (p, x,) > c, et l'inclusion X = X alieuet, partant, 
l'égalité X = X. 
Des développements ci-dessus on déduit le 


THEOREME 2.26. II y a équivalence entre les définitions 2.19 et 2.20 
d'un ensemble polyédrique convexe. 


$ 6. Inéquations linéaires 


1. Dans les deux paragraphes précédents, on a analysé la struc- 
ture de l’ensemble des solutions d’un système d'’inéquations linéai- 
res de la forme (2.3). On se propose maintenant de répondre à la 
question suivante. 

Dans quel cas une inéquation (2.3) est une conséquence des autres ? 

Supposons, par exemple, que l’inéquation m de (2.4) est combi- 
naison linéaire non négative des autres, i.e. il existe des nombres non 
négatifs BP, Bo, + - ., Bm-1 tels que 

1 


m— 1 m 
Am — 21 Pics, Om > R Bibi. 
2 
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Il est clair que la m-ième inéquation de (2.4) est « redondante ». En 

effet, si le point x vérifie seulement m — Î premières inéquations, 

il en est automatiquement de même de l’inéquation de numéro m; 
m— {1 m1 


(ms T) = > Be (is 2) à Bibi Om - 
i=1 i=1 
DerinNiTioN 2.21. Nous dirons que l’inéquation 


{, x) <d (2.12) 
est une conséquence du système (a;, x) < br, i = 1, 2, ..., m, si 
l’on a (2.12) pour tout x vérifiant toutes les inéquations du système. 
On le traduit en notation abrégée par 

Az <b—= (c, x) d. 


DeriNiTioN 2.22. Nous dirons que l’inéquation (2.12) est une 
combinaison linéaire non négative des inéquations du système (2.4) 


si l’on trouve des nombres non négatifs p,, Pa, . - ., Pm tels que 
c= à Piar (2.13) 
> 2 Pibie (2.14) 
Les formules deviennent plus compactes si l’on recourt à la 
notation À’ (matrice transposée de À) et à p = (P1, P2, - . .» Pm): 
c = A'p, (2.15) 
d'> (b, p). (2.16) 


On établit sans peine que si (c, x) < d est combinaison linéaire 
non négative des inéquations (2.4), alors Az < b = (c, x) < d. 

La réciproque est également vraie, à savoir si (ce, x) < d est une 
conséquence du système Az < b, alors il s’agit d’une combinaison 
linéaire non négative de (a, x) < b;, i = 1, 2,..., m, constituant 
ce système. 

Le résultat s’énonce sous forme du 


TH£or£ME 2.27. Pour que l'inéquation (ce, x) < d soit une consé- 
quence du système Ax < b, il faut et il suffit que le système (2.15), (2.16) 
admette une solution non négative p. 


Il n’y a à démontrer, on l’a signalé, que l'existence d’une solu- 
tion non négative du système A’p = c, (b, p) < d, ï.e. l'affirmation 
dans un sens. Ce résultat remarquable découle directement d'un 
théorème de dualité du chapitre suivant, et il lui est en fait équiva- 
lent. On se borne pour l'instant à obtenir certains résultats préli- 
minaires qui présentent leur intérêt propre en tant qu'un outil pour 
étudier les systèmes d'inéquations linéaires. 
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2. Lemme 2.5. Si Az<b= (ce, x) << d, alors Az L0— 
æ (c, x) L 0. 


DEMONSTRATION. Par absurde, supposons qu'il existe un vecteur 


z pour lequel 4x < 0 et (c, x) >> 0. Soit x tout vecteur tel que 
Az < b. (Il y a nécessairement existence sinon la condition Ar < 
<b—= (c, x) L d du lemme n’a pas de sens.) Dans ce cas, z; — 
= r + Àx vérifie pour tout À > 0 l'inégalité Az, & b. Par consé- 
quent, on a (c,z;) = (c, x) + À (c, x) < d quel que soit À > 0. La 
chose est impossible parce que (c, zx) >> 0 et À (c, x) peut être aussi 
grand que l’on veut par le choix de À. 

Le lemme démontré permet de se borner primitivement à la rela- 
tion Az LO— (c, x) L 0. En d’autres termes, étudier les pro- 
priétés d'un ensemble polyédrique arbitraire, c’est étudier dans un 
sens les cônes polyédriques. Le fait nous est familier dès les $$ 4 et 5. 

On note que le théorème 2.27 se réduit dans ce cas à affirmer 
l'existence d’une solution non négative du système (2.15), l’iné- 


quation (2.16) étant vérifiée automatiquement. Ce cas particulier 
est décrit par le 


LEMME 2.6 (PARKAS). Pour que Az <O0O= (ce, x) L 0, il faut 


et il suffit que le système (2.15) A’p = c admette une solution non 
négative. 


DEMONSTRATION. Soit A’p=c, p>0. On a 


m 


(c, z)=(A"p, =) Prta, Tr) 0 


si Az < 0. 

Inve ersement, on suppose que ÀAxz < 0 = (c, x) < 0 et que l’équa- 
tion (2.15) n’a pas de solution non négative. Soit le c cône polyédrique 
convexe À — Co (a;, a:, ..., am) enveloppe conique des vecteurs- 
lignes de la matrice À. La non-existence d’une solution non négative 
de (2.15) signifie que le vecteur c n’est pas dans le cône X. (On rappel- 
le que la définition 2.12 d’une enveloppe conique fait que À contient 
toutes les combinaisons linéaires non négatives des vecteurs a;, i — 
= 4,2,..., m.) Il est connu (th. 2.15) que XÆ est un cône fermé. 

On applique à cé À et à X fermé le théorème de séparation 
sans oublier l'existence d’un hyperplan séparant d’appui (voir $ 2). 
Il existe un vecteur x, tel que (x,, a) <' 0 poura € K'et (zo, c) > (0. 
On vient d'utiliser le théorème 2.6 disant que tout hyperplan _. 
pui à un cône passe par le point 0. Comme a; € K,ona (to, a) < 
i—1,2,...,m,i.e. Ar, < 0, el cas (Go c) Z 0: 
qui démontre le lemme de Fakie: 


Le lemme s’énonce également comme RAemAuNe Dour le one 
d'équations linéaires. : 


5—0870 


ee 
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THéoRE£ME 2.28. Une et une seule de deux affirmations est vraie: 
1) l'équation A'p = c admet une solution non négative; 2) il existe 
une solution au système d'inéquations Az < 0, (ce, x) > 0. 


Des résultats analogues au théorème 2.28 jouent un grand rôle 
en programmation linéaire et constituent un instrument pour étudier 
les systèmes d'’inéquations linéaires. Ci-dessous deux théorèmes du 
genre. 


TusoreME 2.29. Une et une seule de deux affirmations est vraie: 
1) l'inéquation A'p > c a une solution non négative ; 2) il existe une 
solution non négative au système d’inéquations Az < 0, (c, x) > 0. 


D£EMONSTRATION. On vérifie aisément que la propriété d'avoir une 
solution non négative ne peut être juste dans les deux cas. En effet, 
on suppose par l'absurde que ces solutions existent, soit p > 0, 
x > 0 respectivement. Dans ce cas, (4'p, x) >4(c, x). Comme 
Az 0, p>0, on a (A'p, x) =(p, Ax) < 0 en vertu de la pro- 
priété connue du produit scalaire. D'où l'inégalité contradictoire 
0>4(c, zx) > 0. 

Si l’on fait, d'autre part, l'hypothèse que A’p> c ne possède pas 
de solution non négative, alors il n'existe pas de solution (p, q) 
non négative de l'équation A’p — q = c. Selon le théorème 2.28, le 


système Es z 0, (c, x) > 0, est alors possible. Mais la première 
inéquation donne Az < 0, —z < 0, i.e. x > 0. 


Théorème 2.30. Une et une seule de deux affirmations est vraie: 
1) l'équation A'’p = 0 a une solution positive p >> 0; 2) il existe un 
vecteur x tel que Az > 0, Ar 0. 


DEMONSTRATION. On laisse au lecteur le soin de démontrer 
que les deux propositions ne peuvent être vraies à la fois. 


Admettons que le système Az > 0 n’a pas d’autre solution à 
part x tel que Az = 0. Soit le cône K = {p | A'p = 0} dans l’espace 
R" et son dual X* —{y |(y, p) < 0 pour tout p € K}. On montre 
que X* AN Ra = 0. Soit y OK. auquel cas A’p < 0, —A'p <0= 
= (y, p)< < 0. Il existe par le lemme de Farkaÿ des vecteurs non néga- 
tifs u, v € R° pour lesquels y — Au — Av = À (u — v). Si y > 0, 
alors Az > 0, avec x — u — v, d'où Az = 0 par hypothèse, i.e. 
="; Le c cône K* étant évidemment convexe et fermé, on a par le 
théorème 2.8: À — (K*)* contient un vecteur positif. 


Exercices 


1. Donner un exemple d'ensemble X qui, toutes les fois qu'il contient des 
points z!, x? quelconques, contient le point z — 5 xl + 5 sans être convexe. 
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2. Démontrer que si l'ensemble X est fermé et s’il contient le point x = 
+ zl + 57 dès qu'il renferme z!, z°, quelconques, alors il est convexe. 

3. Démontrer que l’épigraphe de la branche positive d'une hyperbole, 
i. e. l’ensemble X = {(z, 2 Ir >0,y> 1/x}, est convexe. 

4. Construire l’hyperplan qui sépare l’ensemble X de l'exercice 3 et le 
point (5, O). 

5. Démontrer que si X est un ensemble tel qu'il existe un hyperplan qui 
sépare X et tout point zx° & X, alors X est convexe. 

6. Soient X un compact convexe (i.e. X est borné et fermé), a & X et 
? € X le point de X le plus éloigné de a. Démontrer que b est un point extrême 

e X 


INDICATION. Procéder par l’absurde et utiliser la propriété « l'inégalité du 
triangle [| z + y|l<|Izll + Ilyll devient égalité si et seulement si les vec- 
teurs z et y sont colinéaires ». 

7. Démontrer que tout hyperplan d'appui à un compact convexe en contient 
certains points extrêmes. Lo 

8. On dit que deux ensembles X, et X, sont séparés strictement par l’hy- 
perplan (p, x) = c si (p, z,) < c pour tout z, € X, et (p, x?) > c pour tous les 
z? € X,. Donner l'exemple de deux convexes fermés qu'aucun hyperplan ne 
sépare strictement. 

9. Démontrer que si X convexe admet deux hyperplans d'appui distincts 
en un point frontière z°, alors ces hyperplans sont une infinité. 

10. Soit zx € R' un vecteur qui est.combinaison linéaire convexe de vec- 
teurs rl, z?, ..., zh € R7. Démontrer que zx s'écrit comme combinaison liné- 
aire convexe d’au plus r + 1 éléments de l’ensemble {zt, z2,..., zh}. 


INDICATION. Utiliser les vecteurs de la forme C) (À ERT+1,i=1,2,...,4, 


et le lemme 2.1. 
11. Démontrer que l’ensemble À = (x | Az< 0} est un cône convexe, 
12. Démontrer que Îe cône X*# dual d’un cône convexe X est convexe. 
13. Soit À — R". Trouver K *. 
14. Soit À un cône polyédrique, 


K = Cofri,r?, …..., zh}, K+ = {p L{zi, p)<0,i—= 1,2, ..., k}. 


Démontrer que K+*= K*. 

15. Soit X un cône polyédrique convexe. Démontrer que le cône K* est 
polyédrique lui aussi. 

INDICATION. Utiliser exer. 14 et th. 2.21. 

16. (THÉOREME DE MINKOWSKI.) Soit X un cône polyédrique. Selon l'exerci- 
ce précédent, K* est polyédrique, i.e. il existe pl, p*, ..., p" tels que K* — 
= Co {p!,p°,...,p"}. Démontrer que À = {x | (x, p}} << 0,j = 1,2,...,m). 

17. Démontrer que l'enveloppe conique Co (M) est le plus petit cône con- 
vexe contenant l’ensemble M. 


CHAPITRE III 


THÉORIE DE LA DUALITÉ 


$ 1. Problème dual en programmation linéaire 
Soit le problème de programmation linéaire 
MAX (CT + Colo +... + CnEn) 
Quati + Gola +... + Gintn < bu 
GoiT1 + dote Fee À Cantn < Va (3.1) 
Am + AmaTs | - as LT Gmntn < br: 


ou, en notation matricielle, 


max (c, æ) 

Az < 0. (3.2) 

On appelle problème dual de (3.1) un programme linéaire à m 
variables D,, P:, . .., Pm de la forme 


MIN (b1P1 + bePa + + + + + OmPm) 
AyaP1 À GoPo Tee + EmiPm = Ci 
GyoP1 + Go2Do Fee À AmaPm = Cas (3.3) 


GnPi sd GonPa re GmnPm = = Cn, 
P1 > 0, p>0,. ss Da 0; 


ou, en notation matricielle, 


min (b, p) 
A'p = €, p = 0, (3.4) 


où. D=(pPh Ps sis Dh): 

Voici la règle de construction du problème (3.3) à partir du pro- 
blème (3.1) : le nombre de variables p, de (3.3) est égal au nombre de 
lignes de la matrice À de (3.1). La matrice des contraintes de (3.3) 
est la transposée de À. Le vecteur second membre des contraintes 
du problème dual est le vecteur des coefficients de la forme linéaire 
à maximiser de (3.1), les inégalités devenant des égalités. Inverse- 
ment, la fonction économique de (3.3) est une forme linéaire à coeffi- 
cients définis par le vecteur second membre des contraintes du proble- 
me initial, et le symbole max devient min. Les variables duales p; 
sont asujetties à la condition de non-négativité. S’agissant du problè- 
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me standard (3.1), la théorie de la dualité se propose d'étudier les 
relations entre (3.1) et (3.3). Le problème (3.1) dont (3.3) est le 
dual sera appelé direct (ou primal). 

On dira que la variable duale p, est associée à la contrainte de 
numéro à, à = À, 2, ., M, du primal ; inversement, la variable x, 
correspond à la j-ième contrainte, j = 1, 2, ..., n, du dual. 

Comment le type du programme linéaire (voir $ 3, ch. I) influe 
sur le problème dual? 

DuAIL DU PROBLÈME STANDARD 

max (C, x) 
Az < b, z >. (8.5) 


On introduit les notations À = (7) , où J est une matrice 


unité d'ordre n, et b — ( : | , 0 étant le vecteur nul de dimension n. 


Le problème se récrit 
max (c, Z) 
Az < b, 


forme qui coïncide avec (3.4). 

Le problème dual de (3.6) est alors à m + n variables que nous 
désignerons par U — (Dy, Pas - + » Pm» us as - + -: On) OU Par v = 
— (p, g) tout court (ici p — (Ps Pas + - +, Pms 4 = (Que Gas + - : 


(3.6) 


On "emploie l'algorithme décrit et on obtient le dual: 


min (b, v) : 7 
A'v=c,v>0. 9 


Comme 4° = (4’, —1), on a, avec les notations anciennes, au lieu 
de (3.7): 
min (db, p) 
A'p—g=c,p>0,gq>0. 


L'égalité A’p — q = c, où g > 0, est vérifiée si et seulement si 
A'p se c, si bien que l'écriture (3.8) est équivalente à 


min (b, p) 
Ap>ce, p>0. (3.9) 


En effet, si (p*, q*) est solution de (3.8), p* est évidemment solu- 
tion de (3.9). Inversement, si p* est solution de (3.9), alors le couple 
(p*, g*), g* = A'p* — c, représente une solution de (3.8). 

Aussi on appelle (3.9) problème dual du programme linéaire sous 
jorme \standard (3.5). 

DuAL DU PROBLÈME CANONIQUE 

max (C, x) | 
Az =b, z>t. (3.10) 


(3.8) 
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On remplace chaque équation (a;, x) = b; par deux inéquations 
(ay, TZ) KL bi, (—@, z) L —b:. Il est clair que le problème (3.10) 
est équivalent à 

max (C, x) 
Az <b, —Az L —b, z > 0. (3:11) 


Avec les notations À = CS b = C5), on met (3.11) 
sous la forme 
max (c, zx) 
se a 3.12 
Az <b,z>t. ) 


Ï1 s’agit sans doute d’un problème standard. On utilise la formule 
(3.9) pour obtenir le dual de (3.12): 


min (b, v) 3 43 

Â'v>c,v>0, GE 

OÙ VU = (73, los + + + Tms Sin Sos + + <> Sm) €St un vecteur dans l’es- 

pace de dimension 2m. 
Les notations anciennes donnent 
min ((b, r) —(b, s)) (3.14) 
A'T—A's>zc,r>0,s>0, 

AVEC Tr = (Ty, la, - + + Tm)s S = (Sys Sos + + +, Sm). On note p = 
= r — $s, ce qui fournit le problème équivalent à (3.14) 

20. o (3.15) 


où l’on n’impose au vecteur p aucune condition supplémentaire (du 
type de non-négativité) parce que le fait « p est une différence de deux 
vecteurs non négatifs r et s» est sans information. 

Le problème (3.15) constitue le dual du programme linéaire canoni- 
que (3.10). 

Inversement, on vérifie sans peine que le dual de (3.9) coïncide 
avec (3.5) et le dual de (3.15) est bien (3.10). Aussi, on dit que tout 
problème direct et son dual sont en dualité. 

Les développements antérieurs et la propriété des problèmes 
(3.5) et (3.9) (et des problèmes (3.10) et (3.15)) d'être en dualité 
entraînent un résultat facile à justifier par des calculs formels, à 
savoir la i-ième variable d’un programme linéaire est soumise à 
la condition de non-négativité si et seulement si la contrainte à du 
dual est une inéquation. 
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On en reste là et on écrit sans aucune transformation formelle le 
dual du problème général de la programmation linéaire (voir $ 3, 
ch. Ï): 


k m 
min D bipi+ D bip: 
4 imk+ 1 
(a, P)<C;; = 1, 2, RTE RC P)=C;; (3.16) 


i=r+i, ..s M, Pi>0, i— 1, 2, 4 k, 


où a? est, on se le rappelle, la colonne j de la matrice À, p — 
= (Dis Pas - + + Pm). 

Dans les paragraphes suivants, on appliquera la théorie de la 
dualité au couple (3.1) (3.3) mis essentiellement sous forme matri- 
cielle (3.2) et (3.4) respectivement, et on la généralisera aux autres 
types de programmes linéaires. 


$ 2. Théorème de dualité 


1. On élucide au début des relations simples entre le primal (3.2) 
et le dual (3.4). 

On rappelle à propos du problème (3.2) plusieurs concepts de la 
programmation linéaire. 

La fonction (forme) linéaire (c, x) constitue la fonction économi- 
que du problème. 

Un vecteur z respectant les contraintes du problème, i.e. Az < b, 
est appelé vecteur réalisable ou programme. 

L'ensemble X —=4{x | Ax < b} de tous les vecteurs réalisables est 
dit admissible. 

Si l’ensemble admissible X du problème (3.1) est non vide, alors 
le problème a un sens. 

Si la fonction économique (c, x) atteint un maximum sur l’en- 
semble admissible X et si ce maximum est égal à d, alors on dit 
que d est la valeur du problème (3.1). 

Tout vecteur réalisable x* € X qui rend maximum la fonction 
économique ((c, zx*) = d) est une solution (ou un programme optimal) 
du problème (3.1). 

; Il y a lieu de noter le fait évident suivant : x* € X est optimal 
si et seulement si tout x € À vérifie l’inéquation (c, zx) <(c, z*). 

Faisons subir au système d’inéquations linéaires (3.1) certaines 
transformations. (On le fera souvent dans la suite de l'exposé.) 
Soit D — (Pis Pas + - «+ Pm) UN Vecteur non négatif, p, > 0, i — 
= 1, 2,..., m. On multiplie l'inéquation à de (3.1) par le nombre 


Pi: 
Pi CTEA + Giolo + si + ŒinTn) < Pibi. (3.17) 
Vu que p; > 0, on conserve le signe. 
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On somme Je résultat par rapport à i — 4, 2,...,m: 


m n m 
> Pi 2 at < D Pi1- (3.18) 
= Î i=1 


n 


Lenombre Ÿ a;;xz; étant la i-ième coordonnée du vecteur Az, 


J=1 
on récrit (3.18) de manière plus condensée 


(, Az) <p, b). (3.19) 
Evidemment, 
(p, Az) = (A'p, zx), (3.20) 
si bien que Az < b entraîne pour p > 0 (3.19) ou 
(A'p, x) LP, b). (3.21) 


Dans la suite, on utilisera les formules (3.19), (3.20) en omettant 
les calculs relatifs aux sommes. 

Le passage de Az < b à (3.19), p => 0, s'appelle multiplication 
scalaire par le vecteur p. | 


TH£OREME 3.1. Si l'ensemble X des programmes du problème 
(3.1) n'est pas vide et si la fonction économique (c, x) est majorée sur X, 
alors le problème (3.1) admet une solution. 


DEMONSTRATION. Selon le théorème 2.25 du chapitre II, l’en- 
semble À admet la représentation X = M + K, M étant un polyèdre 
convexe et X un cône polyédrique convexe, À = {y | Ay < 0}. Soit 


k R 
M={z|z= Ÿ ati, «a >0, 1 2, CRE k, > œ; =}, 
imi êus 


où (xl, z?, ..., x") est l’ensemble des points extrêmes du polyèdre 
M. On introduit la notation d — max (ce, zx‘). Soit z* un point 
1<iSh 
extrême de M pour lequel d —(c, x*). On montre que z* est une 
solution de (3.1). Le point z* étant un élément de X, on exige 
seulement que tout x E X vérifie (c, x) < d. En effet, soit z — 
k 


= Ÿ, œxzi + y, avec y € K, auquel cas 


i=1 
k k 
(ce, 2)= D atc, zi+(c, pd D md. 
£ns Yu 1 


On s’est servi de (c, y) < 0 pour y € X. En effet, si (ec, y) > 0, 
la fonction économique (c, x) prend sur X des valeurs arbitrairement 
grandes (i.e. elle n’est pas bornée) parce que le vecteur z* + Ày 
appartient pour tout À > 0 à X, c.-à-d. il est réalisable. 

Si M est vide, on a X = X, et le point z* = 0 est évidemment 
une solution de (3.1). 
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On note que le théorème 3.1 joue uniquement en programmation 
linéaire. Soit par exemple le problème 


MAX Ze 
Tilo < —1, T1 > U 

dont la fonction économique est linéaire et l’une des contraintes ne 
l’est pas. 

L'ensemble admissible À est une portion de plan limitée par 
une branche de la parabole (fig. 3.1). 

L'ensemble X est convexe (démon- 
trer !) et fermé. La fonction économique 
z, est majorée par O0, mais elle n’atteint 
pas sur X sa borne supérieure égale à 0. 

La démonstration ci-dessus entraîne 
de suite le 


TH£OREME 3.2. Si l'ensemble X des 
vecteurs réalisables possède des points ezx- 
trêmes (i.e. la matrice À est de rang n) et le 
problème (3.1) admet une solution, il y Fig. 341. 
en a parmi les extrêmes un point optimum. 


La démonstration est immédiate car si (3.1) a z* comme solu- 
tion et (c, z*) = d, alors la forme linéaire (c, x) est bornée sur X 
par le nombre d. Il ne reste qu'à s'adresser à la démonstration du 
théorème 3.1. 

2. On désigne par P l’ensemble des programmes du dual (3.4): 
P ={p|A4'p=c, p > 0}. 


LEMME 3.1. Soient x EX, p € P des vecteurs réalisables quel- 
conques du problème primal (3.2) et de son dual (3.4) respectivement. 
On a 

(c, x) L(b, p). (3.22) 


DEMONSTRATION. OnazE ÀX, si bien que Az < b. On multiplie 
scalairement par le vecteur p=>0. Il résulte de (3.19) et (3.21) 
(c, x) = (A'p, Z) = (P, Az) < (Pp, b). 


LEMME 3.2. Soient z*CX, p*CP des programmes des problèmes 
(3.2) (3.4) respectivement. Si (c, x*) —=(b, p*), alors z* est une 
solution de (3.2) et p* une solution de (3.4). 


DEMONSTRATION. Soit z € X un vecteur réalisable quelconque 
du problème (3.2). D’après le lemme 3.1, (ec, x) <(b, p*) =(c, z*), 
ie. (c. x) (ce, z*). On opère de même pour p*. 


Le lemme 3.2 donne une condition suffisante d’optimalité pour 
les programmes. On verra plus loin qu’il s’agit également d’une 
condition nécessaire d'’optimalité de xz* et p*. 

La théorie de la dualité a pour support deux résultats appelés 


la 


théorème de dualité et théorème d'équilibre. Le dernier théorème doit son 
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nom aux interprétations économiques d’un problème dual du cha- 
pitre IV. 


THÉOREME DE DUALITÉ. Si les problèmes en dualité (3.2), (3.4) ont 
un sens, alors ils possèdent l’un et l’autre une solution et leurs valeurs 
coïncident. 


DEMONSTRATION. Supposons que les problèmes (3.2), (3.4) ont 
un sens et soit p € P un programme quelconque du second. Aux 
termes du lemme 3.1, la fonction économique ({c, x) est bornée sur X 
par le nombre (b, p). On en déduit par le théorème 3.1 qu'il existe 
une solution z* au problème (3.2). 

Soit, dans l’espace R7, le système d’équations linéaires 

A'p = c, (3.23) 
(b, p) —=(c, x*). (3.24) 

Si le vecteur p* est non négatif et représente une solution du 
système, alors 

1) p* est un programme du problème (3.4) parce que p* => O0, 
AD —= €; 

2) p* est un programme optimal du problème (3.4) parce que 
{b, p*}) —=(c, x*), ce qui est une condition suffisante d’optimalité 
(lemme 3.2); 

3) les valeurs (c, z*) et (b, p*) des problèmes (3.2) et (3.4) 
coïincident. 

On a donc le théorème de dualité si l’on montre l'existence d’une 
solution non négative au système (3.23), (3.24). 


On emploie les notations matricielles. Soit A — (4 }- c — 


= ( ls auquel cas 


Ap = c, (3.25) 
système étudié avec les nouvelles notations. 
On admet que le système (3.25) ne présente pas de solutions non 
négatives, ce qui signifie, vu le théorème 2.28 du chapitre II, qu'il 
existe une solution du système d'’inéquations 


A'r<O0, (ce, z)>0. (3.26) 
Ici x est un vecteur de dimension nr + 1 (car la matrice À' = (A, b) 


est à nr + 1 colonnes). On note z = (z, y), où z € R" et y est un 
nombre. Le système (3.26) prend la forme 


Az + yb < 0, (3.27) 
{e, z) + ytc, xt) > 0. (3.28) 
On montre cependant que ce système n’a pas de solution (x, y). 
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On multiplie scalairement (3.27) par le vecteur p > 0, un pro- 
gramme du problème (3.4): 


(P, Az) + yGp, b)< 0. (3.29) 


Avec les équations (p, Az) = (4'p, x) =(c, x}, on tire de (3.25) 
(c, zx) + y(b, p) 0, ce qui donne compte tenu de (3.28): 
Ye, z*) —(b, p})) > 0. Du moment que (c, z*) < (b, p), on 
a y < (0. 

On divise membre à membre (3.27) par —y positif, il vient 
À (—zx/y) < b, i.e. le vecteur —zx/y est réalisable pour le problème 
(3.2). Comme z* est une solution du problème (3.2), on a (ce, —x/y) << 
< (c, z*) ou (c, x) + vec, z*) L 0, ce qui contredit (3.28). 

Ainsi, le système (3.27), (3.28) est impossible, d'où l'affirmation 
du théorème. 


3. us D'ÉQUILIBRE. Soientz* — (zx?, Re 

= (pf, Por - - «, Pm) des programmes optimaux CE prima (3.1) et du 
dual (3. 3 respectivement. Si pf > 0, alors 

GT; + GioTs rss st ŒinTn n —= bg. (3.30) 


DEMONSTRATION. z* E X, si bien que Az* << b. On multiplie 
scalairement par p*>0, il vient (c, x*) —=(A'p*, x*) — 
—=(p*, Az*) < (b, p*). Selon le théorème de dualité, (c, z*) — 
= (b, p*), d’où (p*, Az*) = (b, p*). Donc, (p*, —Azx* + b) = 0. 
Le vecteur r = —Azx* + b est non négatif parce que Az* < b. 


Le produit scalaire (p*, r) A pr; est nul si et seulement si 


piri = Ô pour tout i = 1, 2, se m. Si pi > 0, alors 


O=r;—(b—Ax*), = bi 2, LIFE SE 
d'où le résultat voulu. 


On note que les problèmes (3.1) et (3.3) peuvent admettre plus 
d'une solution et que le théorème d’équilibre parle justement de 
tout couple z*, p*. 

Les deux théorèmes précédents entraînent des conséquences dont 
voici quelques-unes. 


THÉEOREME 3.3. Si l'un des problèmes en dualité est possible, il en 
est de même de l'autre. 


DEMONSTRATION. Sous l'hypothèse que le problème (3.1) possède 
une solution z*, deux cas sont possibles à priori. 

1) Le problème (3.3) a un sens, auquel cas l’ensemble P n’est 
pas vide et la fonction économique (b, p}) est minorée sur P par 
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le nombre (c, z*) (lemme 3.1). Aux termes du théorème 3.1, ce 
problème est possible. 

2) Le problème (3.3) n’a pas de sens, i.e. le système d'équations 
ne possède pas de solution non négative. Selon le théorème 2.28 
du chapitre II, il existe une solution z au système Az < 0, (ce, x) > 


> 0. Prenons le vecteur z = z* + z. Il est clair que Az < b, i.e. 


Z € À, et «c, Z) =(c, z*) Le, x) > (c, z*): contradiction qui 
exclut le cas 2). 


Le théorème 3.3. montre que trois cas peuvent se présenter: 

a) les deux problèmes (3.1), (3.3) ont un sens (et sont donc pos- 
sibles) ; 

b) les deux problèmes (3.1), (3.3) n’ont pas de sens; 

c) l’un des problèmes a un sens et l’autre non. 

Ci-dessous trois exemples correspondants: 


a) max (z, +z,) min (4p, + 4p:) 
27, + T2 K 4, 2P1 + Pe = 1, 
n+22<4, Pa + 2P2 = 1, 
Pi > 0, Ps > 0; 
xt = (473, 473). p* = (1/3, 1/3). 
Comme les vecteurs z* et p* réalisent les mêmes optimums des 


fonctions économiques du primal et du dual, ces vecteurs sont solu- 
tions respectives des problèmes (lemme 3.2). 


b) max (x: + 372) min (3p1 — 4pP2) 
T1 — Lo K 8, P1 — Pa — 1, 
—Z, + Ze K —4. —P1 + Pe = 3; 


P1 Z 0, P2 Z 0. 
Les deux problèmes n’ont pas de sens. 


c) max z;, min P, 
T1 — Tr K 1. m=i, —n1=0,m2>t0. 


Le problème direct a un sens tandis que l’ensemble admissible du 
dual est vide. Le premier n’admet pas de programme optimal comme 
il s'ensuit du théorème 3.3 | 


TH£oReME 3.4. Si l'un de deux problèmes en dualité n'a pas de 
sens et l'autre a son ensemble admissible non vide, alors la fonction 
économique de celui-ci n'est pas bornée sur cet ensemble. 


DEëMonNSTRATION. On admet que le problème (3.3) n’a pas de sens 
et que l’ensemble admissible X de (3.1) n’est pas vide. Si l’on sup- 
pose que la fonction économique (c, x) est bornée sur X, le théorème 
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3.1 implique la possibilité du problème (3.1), ce qui contredit l’af- 
firmation du théorème 3.3. 


Tu£oreMe 3.5. Soient x = (2, Ze, . .., Zn), P = (Ps Pn +. : 
-., Pm) des programmes respectifs des problèmes (3.1) et (3.3), et 
on est dans la condition « si p; > 0, alors 


CRE NE Girl ++ GinTn = b;,». (3.31) 
Alors x et p sont des programmes optimaux des problèmes respectifs. 


DEMONSTRATION. La condition (3.31) entraîne €P; Az) = (p, b). 
Comme (p, Az) =(A"p, x) =4(c, x), on a (c, x) =(b, p), et il 
ne nous reste qu’à s'adresser au lemme 3.2. 


Le théorème 3.5 est la réciproque du théorème d'équilibre. Ces 
deux résultats réunis fournissent une condition nécessaire et suffi- 
sante d’optimalité des vecteurs réalisables. 

&. Le théorème de dualité permet de démontrer le théorème 2.27 
énoncé plus haut (voir $ 6, ch Il). 


DEMONSTRATION DU THÉOR£ME 2.27. On suppose que (c, x) < d est 
une conséquence du système d’inéquations Az < b. Cela signifie le 
caractère borné de la forme linéaire (ce, zx) sur l’ensemble X — 
={rz | Az < b}. On reprend le programme linéaire (3.2) avec la 
matrice À et les vecteurs b, c donnés. Le problème admet une solu- 
tion z* (th. 3.1). Soit d la valeur du problème: (ce, z*) = d, auquel 
cas d < d. Il existe, par le théorème de dualité, une solution p* 
au problème dual (3.4), i.e. A’p* = c, p* > 0,et (p*, bb=d< d. 


Avec les artifices qui permettent de convertir un programme 
linéaire sous une forme en un problème de forme différente, on 
généralise la théorie de la dualité à tous les types de problèmes. Ainsi, 
on constate sans peine que le théorème de dualité est juste pour les 
programmes linéaires standard, canonique et général. 

On énonce par exemple le théorème d'équilibre pour le premier 
de ces problèmes. 


Soient z* — (x, 5, ..., x%), p* —= (pi, p5, ..., ph) des 
programmes optimaux respectifs du problème primal (3.5) et de son 
dual (3.9). Si pi —0, alors 


AiTi + Giro + .. + dinTn = Di. 

Si zi> 0, alors CT | 
Î _ 

api + 3p3 EE “+ GmyPm = Cj.- Le 
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$S 3. Une démonstration sommaire 
du théorème de dualité 


Le théorème en question est le pivot de la théorie de la program- 
mation linéaire. Parmi ses diverses démonstrations, il y en a pure- 
ment algébriques qui ne recourent pas à des théorèmes de séparation et 
d’autres qui s’inspirent des idées foncièrement nouvelles relevant 
de la pénalisation. Pour ce qui est de ce livre, on a utilisé en l'occur- 
rence tout ce qu'on a appris dans le chapitre IT parlant des ensembles 
polyédriques convexes. La théorie de ces ensembles décrivant complé- 
tement Ia structure des ensembles admissibles des programmes 
linéaires est une partie inséparable de la programmation linéaire. 
N'empêche que dans ce paragraphe on démontre le théorème de duali- 
té sans s'appuyer sur les résultats fondamentaux relatifs aux ensem- 
bles polyédriques. 

On utilisera les affirmations suivantes: 

théorème de séparation ($ 2, ch. II), 

théorème de cône polyédrique convexe fermé ($ 3, ch. II), rela- 
tions simples entre les problèmes en dualité (lemmes 3.1 et 3.2 du 
$ 2, ch. III), 

alternative pour les systèmes d’inéquations linéaires (th. 2.29 du 
$ 6, ch. II). 


DEMONSTRATION DU $THÉORÊÈME DE DUALITÉ POUR LE PROGKAMME 
LINÉAIRE SOUS FORME STANDARD 
Soient deux problèmes standards duals l’un de l'autre: 


max(c, x) min (b, y) 
Az <b,z2>0 A'y>c,y>t. 


On suppose qu'ils ont un sens. 

Prenons le système d'’inéquations linéaires par rapport aux va- 
riables (x, y) = (Zy, Zoe, . + ., Tn, WYis Yors + + + Um) dans l’espace 
R7T+" : 

Az < b, A’y > 
(x, c) >, b), z > 0, y > 0. (3.32) 


LEMME 3.3. Si (z*, y*) est solution du système (3.32), alors 
les vecteurs z* et y* sont des solutions du problème primal et de son 
dual respectivement. 


D£MONSTRATION. En effet, z* et y* sont des vecteurs réalisables 
respectifs de deux problèmes considérés parce que (x*, y*) vérifie 
le système (3.32). Selon le lemme 3.1, on a (c, z*) <(b, y*). Mais 
(3.32) entraîne (c, x*) =>4(b, y*), donc (c, z*) = (b, y*), et le 
lemme 3.2 conduit au résultat demandé. 


Ainsi, on démontre le théorème de dualité si l’on montre l’existen- 
ce d’une solution (x*, y*) au système (3.32). 
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Ce système s'écrit en langage matriciel 


A (8 z b 
#)()<(-) eD>0 63) 
— C b y 0 


Az<b, 2>0, (3.34) 


ou 


où 


A ) 
x | 0 «| b=(b, —c, 0), z—(x, y). 
— C b 


LEMME 3.4. Si les deux programmes linéaires standards en duali- 
té ont leurs ensembles admissibles respectifs non vides, alors Le système 
d'inéquations (3.32) possède une solution. 


DEMONSTRATION. On suppose que l'affirmation du lemme est 
fausse et que le système (3.32) (et, partant, (3.33) et (3.34)) n’a pas 
de solution. Comme le veut le théorème 2.29 du ch. II, il existe 
dans ce cas une solution au système 


A5>0 
(v, b) < 0, (3.35) 
v > (0. 


A O0 —c d 
(C À ;) v |20, 
U 


(P, b) —(w, c) <0, v>0, w=>0, u>0, 


avec v — (v, w, u). Ici v est un vecteur de dimension m, w et n- 
dimensionnel et u est un nombre. 
Le système (3.36) se récrit : 
_. A'v—u>0, —Aw +ub>0, 
(v, b)—{w, c) <0, v>0, w>O0, u > 0. 
On montre l'impossibilité de (3.37). 
Soient x et y des vecteurs réalisables respectifs du problème pri- 
mal et de son dual. On a 
(v, b)Z>4{v, Az) = (A'v, zx) > ue, x), 
{w, c) Kw, A'y) ={(Aw, y) Lu (b, y), 


Détaillons-le : 


(3.36) 


(3.37) 


1.e. 
(v, b)>œuz, c), (w, c) L'u(y, b). 
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On fait la différence: 
0 >(v, b) —(w, c)œu((z, c) — (y, b)), 
d'où u > (. 
Prenons les vecteurs v — v/u et w = w/u. Compte tenu de u >> 0, 
on tire de (3.37): 


Ps 


Av>c, v>0, 
Aw<b, w> 0, 
(w, c) <{v, b). 


La première ligne traduit la propriété de v d'être un vecteur 
réalisable du dual sous forme standard, la deuxième donne la même 


propriété pour w et le primal. La dernière inéquation contredisant 
le lemme 3.2 n'est donc jamais vérifiée. 

Les lemmes 3.3 et 3.4 entraînent de suite la validité du théorème 
de dualité. 


$ 4. Ensemble des solutions des problèmes 
de programmation linéaire 

Soient X° l’ensemble non vide des solutions du problème (3.2) 
et d la valeur du problème. On voit facilement que X° est un ensemble 
polyédrique convexe. En effet, X° est évidemment défini par le 
système d’inéquations linéaires (c, x) < d, (—c, zx) < —d, Az < b, 
si bien que cette propriété de X° découle directement de la défini- 
tion 2.20 d'un ensemble polyédrique convexe. Conformément au 

théorème 2.25, l'ensemble X° admet la représentation 


X9 = MX + K\, 
M? étant un polyèdre convexe et 
KX° ={z | Az O0, (c, x) = 0}. 
On veut savoir la relation entre M*° et M de À = M + K. 
(On se souvient que À —={x | Az < 0}.) 
On montre qu’on peut prendre pour M*° l’ensemble M ff] X°. 
En effet, l'intersection de deux ensembles polyédriques convexes 
MT et X° est un ensemble polyédrique convexe (démontrer !). La 


propriété de borne de W implique celle de l'intersection. Ainsi, 
MN X° est un polyèdre convexe. On vérifie la justesse de l'égalité 


X°= MN X° + K*, 


et on montre à cet effet qu'on a nécessairement m € X°, y € K?%° 
dans la représentation 2° = m+y, m€M, y € K, de tout point 
29 € XN. 

En effet, = (c, 2) = (c, m) +(c, y) < de y), d’où 
(ce, y) > 0. On Fee que (ec, y) > 0et on prend, le point x (À) — 
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= m + Ày. Evidemment, zx (À) € X pour chaque À >> 0. Dans ce cas, 
{c, z(À)) =(c, m) + À (c, y), d'où l’on conclut qu'avec À suffisam- 
ment grand, on obtient un vecteur réalisable x (À) tel que la forme 
linéaire atteigne sur ce vecteur une valeur aussi importante qu’on 
le veut. Alors le problème (3.2) est impossible, ce qui contredit 
l'hypothèse de X° non vide. Ainsi, (ce, y) = 0, qui donne y € K*° 
par suite de la condition y € À. Il en découle, en outre, l'égalité 
d —=(c, m) qui signifie que le point mr est une solution du problème, 
ie. m € X°. On a donc prouvé l'inclusion X° = M N X° + K\°, 
et l'inclusion contraire est évidente. 

Plaçons-nous dans un cas particulier où l’ensemble X présente 
des points extrêmes (i.e. À est régulier). On rappelle que le polyèdre 
convexe M de À = M + K est alors défini de façon unique: il est 
l'enveloppe convexe de l’ensemble des points extrêmes de X. L'’en- 
semble X° possède également des points extrêmes par le théorème 3.2, 
et MX° est l’enveloppe convexe de l’ensemble des points extrêmes 
de X° (th. 2.24), Les développements antérieurs permettent de dire 
que MX = MN X°. 

On note que tout point extrême de X° est un point extrême de À. 
En effet, soit x° un point extrême de X° qui est supposé ne pas avoir 
la même propriété en ce qui concerne XÀ. On trouve z!, x° € X tels 


que z° — _ + a. 
Le point x° € X° ne peut avoir cette forme-là, si bien qu’au moins 


l'un des points x!, x° n’est pas élément de X°. Soit x! € X°. Dans ce 
cas, (ce, x!) << d. On obtient moyennant (c, z*) < d: d =(c, x°) = 
= + (c, x!) + Te, x*) << d, contradiction qui démontre la pro- 
priété voulue de zx‘. 

Si l’ensemble X est régulier, le polyèdre convexe 4° est donc 
décrit comme suit: c'est l'enveloppe convexe de l’ensemble 
{zt, 2°, ..., x} X, où {zx', i = 1, 2, ..., k} est l’ensemble 
de tous les points extrêmes de X. 

On passe à l’ensemble P° des solutions du problème dual (3.4). 
Il est immédiat de montrer qu'il s’agit d’un ensemble polyédrique 
convexe. 

L'ensemble P des vecteurs réalisables du problème dual admet 
nécessairement des points extrêmes (car le rang de la matrice des 
contraintes est égal au nombre m de variables). L'ensemble MP 
de la somme P — MP + KP est l'enveloppe convexe des points 
extrêmes de P, KP ={p | A'p = 0, p > O0}. 


Si {p!', p°, ..., p°} sont tous les points extrêmes de P, l’en- 
semble P° s'écrit 


P9 — MP + KP°, 
6—0870 
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avec °° l'enveloppe convexe de l’ensemble {p!, p*, ..., p°}f\ P°, 
KP ={p | A’p = 0, (b, p) =0, p > 0). 


$ 5. Interprétation des coûts duals et 
propriétés de dérivabilité de la fonction de valeur 


1. Le formalisme mathématique des paragraphes précédents con- 
sacrés à la théorie de la dualité est un instrument utile pour étudier 
les modèles linéaires. On s'interroge à ce propos sur la possibilité 
d'interpréter un dual en termes significatifs d’un primal. 

Prenons par exemple le modèle d'élaboration d'un programme 
de production ($ 2, ch. I). Formellement, c’est, rappelons-le, le 
problème sous forme standard 


max (c, tx) 
Az Lb,r>0. (3.38) 


La matrice À définit la technologie. Sa j-ième colonne a? = 


— (4j, Asj, - . ., Am) eSt formée de coefficients a;; qui donnent la 
quantité de la i-ième ressource nécessaire pour fabriquer une unité 
du bien j. Le vecteur b = (b,, b,, . .., b,) est le vecteur des res- 


sources disponibles. 
Le problème dual s’écrit 
min (b, p) : 
.39 
A'p>c, p>t. 90 


Soit p* = (p*, pr, ..., Pm) une solution quelconque du dual. 
S'agissant du programme linéaire sous forme standard, le théorème 
d’équilibre dit que (Ax*); << b; entraîne p* — Ô pour toute solution 
z* de (3.38). On considère donc naturellement p* comme coût de 
pénurie de la ressource i: si la ressource b; n'est pas consommée 
totalement pour un programme optimal z* du problème (3.38), 
son coût est nul, i.e. elle n'est pas déficitaire. Autrement dit, si l’on 
augmente la quantité disponible de la seule ressource i, on n'arrive 
pas à accroître la valeur de la fonction économique. 

Le problème (3.38) peut avoir en fait une autre solution x vérifiant 
(Az); = bi, égalité qui signifie qu’étant donné le programme de 
production x, la ressource à est totalement employée. Mais on montre- 
ra plus loin que cela ne change rien; si au moins une solution p* 
du problème dual (3.39) satisfait à p* — 0, l’augmentation de la 
quantité de la seule ressource i n’entraîne pas une valeur plus grande 
de la fonction économique. 

Ainsi, sous la condition qu'au moins un programme optimal x* 
du problème (3.38) vérifie (Az*);, << b; (i.e. la ressource à n’est pas 
déficitaire), on a p — 0 pour toute solution p* du dual, et la res- 
source ë n'est déficitaire pour aucun autre programme optimal x. 
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L'interprétation décrite explique le nom de coûts duals qu'on 

donne souvent aux coordonnées de la solution p* =. 1 Diese 
.., Pm) du problème dual. 

2. Dans ce paragraphe, on étudiera le Étant des coûts duals en 
termes des problèmes (3.2) et (3.4). 

Les résultats obtenus subsistent, on le conçoit, pour tout problème 
de programmation linéaire. 

On ne comprendra jusqu’au bout la relation entre le maximum de 
(c, x) et le vecteur b second membre des contraintes de (3.2) que si 
l'on introduit les fonctions suivantes. 

On notera d — F (b) la valeur de (3.2). 

On écrira d = f (b, c) si l’on veut mettre en relief la dépendance 
de d vis-à-vis du vecteur c. 

Prenons . ensembles É 

B ={x E R" lil existe zx ER”, z > Az}, 
C ={weR" lil existe p ER”, p > 0, D = Ah). 


Le théorème de dualité implique de suite que la fonction f (b, c) 

a pour domaine de définition 
BxXC={(z, w)1z7E€B, wEC}. 

En effet, si (b, c)é B X C, i.e. ou bien b&B, ou bien cécC, 
alors au moins l’un des problèmes en dualité (3.2) et (3.4) n’a évidem- 
ment pas de sens. En vertu du théorème 3.4, le problème (3.2) est 
impossible, i.e. la fonction f n’est pas définie pour le couple (b, c). 

Inversement, si (b, c)E B X C, il est clair que les ensembles 
admissibles des deux problèmes ne sont pas vides, d’où, par le théo- 
rème de dualité, l’existence d’une solution à (3.2), si bien que f (b, c) 
est définie. 

I] se peut des fois que (b, c) soit un point frontière de l’ensemble 
B X C, ce qui fait qu’une petite variation de b ou c risque d'entraîner 
l'impossibilité de (3.2). 

On étudie le comportement de la fonction f (b, c) partout dans 
un voisinage du point donné (b, c) et on fait l'hypothèse que ce point 
ne se trouve pas sur la frontière de B X C, i.e. il est un point inté- 
rieur à cet ensemble. 

On illustre cette condition par 


EXEMPLE. 
max (CaTi gi Cale) (3 40). 
Ta +222 dy mm +rr<ba 20, r > 0. | 
L’ Pr B est ici défini par l'égalité 
B ={(u, 2) 1|n > + 222 22 > 3n +2, D >0, z > 0}. 
Autrement dit, le point (z, z.) est élément de B s’il y a (x;, z3} 


tel que 
20, 220, 2> 2 + 22, 2 > 3e + x. 


ç* 
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On en déduit aisément que B = R° dans notre cas car les condi- 
tions z,>0, zx, > 0 entraînent z 20, z, > 0 si (2 Ze) € B. 
D'autre part, si z, > 0, z > 0, alors (a, 2:) € B parce qu'on prend 
pour (z,, z,) le vecteur (0, 0). Aussi b = (b,, b,) est un vecteur 
frontière pour B si et seulement si b, > 0, b, > 0 et l’un des nom- 
bres b,, b, vaut 0. 

On montre également que le vecteur c =(c, c.) appartient à la 
frontière de C si et seulement si c est colinéaire à (1, 2) où à (3.1), 
vecteurs-lignes de la matrice À. 


THeorsMEe 3.6. La fonction f (b, c) est positivement homogène 
du premier degré en chaque argument b et c, ï.e. 


f Gb, c) = Af (b, c), f(b, Àc) = Àf (b, c) 
pour tout À > 0. 
DEMONSTRATION. Soit deux problèmes 


max (Cc, æ) 


min (Ab, p) 
A'p _—_ c, D > 0, (3.42) 


et soit z* une solution quelconque de (3.2), i.e. (c, x*) = f (b, c). 
Alors Àz* est un vecteur réalisable de (3.41): Az* < b = À (Ar*) < 
< Ab parce que À > 0. On montre que Àz* est une solution de (3.41). 
Soit p* une solution du problème (3.4), auquel cas p* est un vecteur 
réalisable de (3.42). Le théorème de dualité faisant que (c, z*) = 
—(b, p*}, on a (c, Àz*) = (Ab, p*}, d’où ÀAxz* est une solution de 
(3.41) (lemme 3.2). Par conséquent, f(Ab, c) —=(c, Ax*) = 
— À(c, z*) = Àf (b, c). L’homogénéité en c se démontre de façon 
analogue. 


Derinrrion 3.1. Une fonction (x) — @ (x,, z:, . .., zh) défi- 
nie sur un ensemble convexe À = R’ est dite convexe si l’on a pour 
deux vecteurs z!, r° quelconques de X et tout nombre &, 0 < « < 1, 


p (az? + (1 — a) 2°) < ap (x') + (1 — à) p (x°). 


On explicite cette notion sur l'exemple de la fonction d'une 
variable. 

Le point z = ax! + (4 — @œ) x? appartient au segment [x!, zx], 
-et si &« varie de 1 à 0, z parcourt le segment tout entier. 

Considérons la droite passant par les points (x!, œ (x!)), (x?, q(z°)) 
-du plan. Son équation est 


ÿ— (x) _ y—® 7) 
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On y porte l'expression de z par les extrémités z!, z? du segment, il 
vient y (x) = ap (x!) + (1 — «) p (x*). D'où l'interprétation géo- 
métrique de la notion de fonction convexe: la courbe représentative 
est située au-dessous de la corde sous-tendant ses deux points quel- 
conques (fig. 3.2). Un exemple typique de fonction convexe est la 
fonction de n variables x? + 25 + ...2n (voir exer. 19). 


Fig. 3.2. 


La notion de fonction concave est une sorte de duale de celle de 
la fonction convexe. 


DerinrrioN 3.2. Une fonction q (x) = @ (x, Ze, + - -, Zn) dé 
finie sur l’ensemble convexe X = R” est dite concave si l'on a 
p(az! + (1 — &) z°) > ap (x!) + (1 — a) p (x?) pour z', z° quel- 
conques de X et tout nombre a, 0<a<i. 


La fonction Vz, +z: +...+z, est par exemple concave. 
THeOREME 3.7. La fonction f (b, c) est concave en b et convexe 
en c. 


D£EMONSTRATION. On démontre la première affirmation. Soit 
b!, bEB,0 < a<1. On vérifie l'inégalité f (œb! + (1— a) b°, c)> 
> af (b!, c) + (1 — a) f (b°, c). Si z* est une solution du problème 
(3.2) lorsqu'on prend pour b le vecteur b!, et x son autre solution 
pour b = b°, alors f(b1, c) = (ce, z*}, f (b°, c) —(c, z). Prenons 


le vecteur z = az* + (1 — a) x. Comme 
Az = aAz% + (4 — a) ÀÂz < ab! + (4 — a) b?, 
tout x est un vecteur réalisable de (3.2), où b est œb1 + (1 — a) b?. 
Dans ce cas, 
f (ab! + (1 — à) b?, c) 4e, x) = fe, z*) + (A — a)(c, 3) = 
— af (b°, c) + (1 NE @) Î (b°, c). 


On opère de même en ce qui concerne la propriété de f d’être 
convexe en c. 


86 A . THÉORIE DE LA DUALITÉ [CH I 


Dans la suite de ce paragraphe, seule nous intéressera la relation 
entre la valeur d du problème (3.2) et le vecteur b, et l’on utilisera 
donc. la notation d = F (b). 

S'agissant de F (b), les théorèmes 3.6 et 3.7 s’énoncent comme 
suit : 

F (b) est positivement homogène du premier degré, i.e. F (Ab) = 
— ÀF (b) pour À > 0; 

F (b) est concave sur son domaine de définition B convexe. 

La théorie de l’analyse convexe apprend qu'une fonction concave 
est continue à l’intérieur de son domaine de définition. Démontrons- 
le pour F (b). 

Soit P° l’ensemble des solutions du problèine (3.4) 


. min(d, p) 
A'p=c, p>0. 


On modifie la fonction économique: 


min (b + Ab, p) 
A'o=e, p >0, (3.43) 


“avec Ab = (Ab,, Ab,, ..., Abm) l'accroissement du vecteur b et 
on désigne par P4 l’homologue de P°. 


LENME 3.5. Il existe un nombre e >> 0 tel que l'on ait pour tout 
Ab, | Ab || << e, l'inclusion P£ © P° qui signifie que toute solution 
du problème (3.43) en est une de (3.4). 


DEMONSTRATION. L'ensemble admissible P de (3.4) (qui est en 
même temps celui de (3.43)) est un ensemble polyédrique convexe. 
Ses points extrêmes sont donc en nombre fini. Soient p!, p°, 

.., p* tous les extrêmes de P. 

On suppose que premiers de ces points sont autant nu 

du problème (3.4), i.e. d — mir (b, p) = (b, p'}, i = 1, 2, 


EP 
, L, d< (b, pi}, i = 1 + 4 .., k. On introduit la no- 
tation ô — min (b, ni On a d <6. On pose Q — 


1<I<R 
= max {||p'||. On prend en qualité de & du lemme 3.5 le 


<li 
nombre & = (ô — d)/2Q. 
En effet, soit || Ab [| < &. On montre que 


(b + Ab, pi) < (b + Ab, p'}, (3.44) 


où 1 < < 1, l+1<j<k. Il en résulte que parmi les points 
tn de l'ensemble bare convexe P, seuls optimisent 
(3.43) les points qui sont optimaux pour le problème (3.4). Avec 
l'affirmation du théorème 3.2, on en tire le résultat voulu. 
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On note que 


| (Ab, p'})1< I Ab III pl < QI Ab | < eQ 
quels que soient à, 1<i<k. 
On démontre l'inégalité (3.44) en regroupant ses termes : 


(b, p°) —(b, pi} >{Ab, pi} —{ Ab, pi). 
Mais 
et 


(Ab, p'} — (Ab, p} < || Ab Ip + I Ab IP US 
< 2Q || AbI| < 2Qe = ô — d. 


Les inégalités obtenues démontrent le lemme. 


Tu£soreME 3.8. La fonction F (b) est continue dans son domaine 
de définition. ee L 

DEMONSTRATION. Soit Ab-un vecteur suffisamment petit, et 
le vecteur b + Ab est élément de B, domaine de définition de F. 

Le problème (3.4) étant possible par hypothèse, on a cEC, si 
bien que le problème (3.43) admet lui aussi une solution p*. L'’ac- 
croissement Ab est petit, et p* est donc une solution de (3.4) (lem- 
me 3.5). Selon le théorème de dualité, F (b) = (b, p*), F (b + Ab) = 
= (b + Ab, p*)}, d'où F (b — Ab) — F (b) = (Ab, p*). Si l’on fait 
tendre Ab vers 0 et si le problème dual admet plus d’une solution, 
alors le point extrême p* peut être fonction de Ab: p* = p* (Ab), 
avec p* (Ab) un des extrêmes p!, p*, ..., p". Dans ce cas, 


| F (6 + Ab) — F(b) | = 1(Ab, p* (AD) 1 < 
< || Ab || II p* (Ab) 1 < Q 11 Ab ||, 


où @ est, on le rappelle, égal à max || p'||. Il existe donc 
1<i< 

lim (F (b + Ab) — F (b)) = 0, ï.e. la fonction F est continue 

Ab=—Ù0 

en bE B. 

3. Prenons un cas concret, à savoir le problème de programma- 
tion linéaire (3.40). La propriété d'homogénéité de F (b) nous évite 
des dessins compliqués. On considère b appartenant à l’hyperplan 
b, = 4. Si le vecteur b = (b,, b,, b3) est tel que b, > 0, b, < 4, 
on prend le nombre À = 4/b, et le vecteur Àb = (4, 4b,/b,, 4bajb:). 
Le théorème 3.6 fait que F (b) = (1/À) F (Ab). On détermine donc 


aisément F (b) connaissant ses valeurs dans l’hyperplan b, = 4. 
Ainsi, on énonce le problème 


max (27, + 3x2) (3.45) 
D +222<4, 8 tr dy D +Tz< ds 
les nombres b,, b, étant supposés positifs. 
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Dans ce problème, les seuls points extrêmes de l’ensemble admis- 
sible X sont les solutions des systèmes d'équations 


Ti42%2= 4,  ,  [2b—4 12—6,\. 
FH Le Su” }: 
Z, +27, = 4, 
Ti+ T= b;, 
STi+ Tor 
Ti + To — b;, 
Ainsi, À possède au plus trois points extrêmes. 


Le point x! est un extrême de X s’il vérifie l'inégalité x, + x, < 
<< Ds 1.e. (2b, — 4)/5 + (12 en b,)/5 < bs, ou —0, + Obs > 8. De 


— zx? = (2b, —4, 4 — b,); 


ba— 3 3b43— b: 
ne ne 


Fig. 3.3. 


même, x° est un point extrême si l’on a 3x, + x, < b, ou 3 (2b3—4)+ 
+ (4 — bs) < b:, i.e. —b, + 5bs L 8. Enfin, x° jouit de la même 
propriété si —b, + 5b, < 8. 

La droite —b, + 5b,; = 8 partage en deux l’ensemble des points 
du plan de coordonnées b,0b, (fig. 3.3). Les domaines correspondants 
sont Il, et Ilyy. On a —b, + 5b4 < 8 dans Il; et — b, + 5b3 > 
> 8 dans Irr- 

Les raisonnements antérieurs entraînent que si (b,, b:) € Il;, 
les points extrêmes sont z° et z° et que si (b,, bs) € Ilyr, il y a un seul 
extrême z!. Dans le cas où (b,, b,) est sur la droite —b, + 5b, = 8, 
les trois points extrêmes se confondent. 

Il est donc clair que la solution dans Ïl;, est le point z!, si bien 
que F (b) =(c, x!) = (b, + 28)/5. 

Pour trouver l’optimum dans le domaine Il;, il faut comparer 
la valeur de la fonction économique aux points extrêmes z*, 1°: 
(ce, x?) a Ds À 4, (c, z°) _— (—0: À 1b3)/2. 

Comme —b, + 5b3 << 8 dans Il,, on a b, + 4 > (—b, + 7b)/2, 
i.e. (ce, x?) >>(c, x), donc le point x? optimise le problème et F (b)= 
= (c, x?) = b3 + 4. 

Ainsi, 

(,+28)/5 pour Eur, 


À — 
Le (6) = | bs+4 pour bEllr. 
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Les deux valeurs de F (b) coïncident sur la droite —b, + 5b, = 8 
parce que À est continue partout, comme il fallait s’y attendre. 

Voyons les propriétés de dérivabilité de la fonction F (b). 

F (b) de notre exemple est, on le voit, dérivable partout à l’inté- 
rieur des domaines II, et Il;,: 


0F 0F 
es “0, FT me dans Il; ; 
2 | CLIENT, dans Îlr:. 


db» 5? ob, 
Autrement dit, c'est la troisième ressource qui est déficitaire dans 
IT; et la deuxième dans Il;;. 

La fonction F (b) n’est dérivable en aucun point b° = (b°, bi} 
de la droite —b, + 5b3 = 8. En effet, on a 


ou 


« 


selon que le point (b;, b.) s'approche de la droite à partir de Il; 
ou de Il;:. 


Ainsi, aucune lim ue n'existe, i.e. la fonction F (b} 


n’admet pas de dérivées au point (b!, b:). 

Le lecteur établira sans peine l’unicité pour le dual de (3.45) si 
le point (b:, bs) n’est pas sur la droite —b, + 5b4 = 8 et la non- 
unicité dans le cas contraire. 

4. Il se trouve que la propriété de dérivabilité de F (b) dépend 
de la structure de l’ensemble des solutions du problème dual. 


THeOREME 3.9. Si le problème dual (3.4) possède une solution p* 
unique, alors la fonction F du problème (3.2) est dérivable au point b 
et OF (b)/0b, = p#, i = 1, 2, ..., m, i.e. grad F (b) = p*. 


La démonstration découle de suite des raisonnements du théorème. 
précédent. En effet, si la solution p* du problème dual est unique, 
alors la formule F (b + Ab) = F (b) + (Ab, p*) est satisfaite pour 
tous les accroissements Ab suffisamment faibles. Cette égalité signifie- 
que F est linéaire au voisinage de b et que son gradient en b est égal 
à p*. 

S'il y a non-unicité pour le dual (3.4), la situation est un peu plus. 
compliquée encore que les points extrêmes de l’ensemble polyédrique- 
des solutions caractérisent toujours la propriété de dérivabilité de: 
F (b). 
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Avant de formuler le résultat qui s'impose, on explique la non- 
unicité du problème dual. Prenons les exemples suivants: 
max (271 + 322) min (4p1 + 6pa) 
Ti + 27e K 4, Pa + SPe = 2, 
3x, + ze < 6. 2P1 + Ps = 5, 
mm >0, ps: > 0. 
Dans le cas dual, il y a unicité (fig. 3.4): p° = (7,5, 1/5). 


Fig. 3.4. 


On complète le problème direct par une contrainte: 


max (2x, + 32) min (4p1 + Gp: + = pa) 


T1 + 222 K 4, P1 + SPe + Ps = 2, 
M GR 2P1 + Pa + Ps = 3, 
n+ra< Fr- P1Z0, Pp220, ps >. 


Il y a toujours unicité pour le primal (fig. 3.5): z* = (8/5, 6,5), 
et l’ensemble des solutions du dual constitue un segment d’extrémités 

— (7/5, 1/5, 0), p = (1, 0, 1) (fig. 3.6). 

Il est clair qu'avec la contrainte additionnelle, la solution unique 

p° du problème initial est devenue tout un segment. Il en est de même 

Do le cas général. 

Soient X° et P° les ensembles des solutions de (3.2) et (3. 4) res- 
pectivement. 

On dira que la contrainte (a, x) < b; est essentielle pour le 
problème (3.2) si tout z* € X° satisfait à (a;, z*) = b;, i.e. l’hyper- 
plan (a;, x) = b; contient X°. 
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On complète les contraintes de (3.2) par plusieurs contraintes 


essentielles: (as, z) < b,, s = m +1, ..., L, conséquences des 
anciennes contraintes. 


Le problème dual prend la forme: 
m l 
min os bip: 2. b,Ps) 
LL l (3.46) 
pi Pia + 2. Pts =C, piZ0, i=1, 2, ...,1. 


Les nouvelles contraintes de (3.2) étant conséquences des con- 
traintes anciennes et essentielles, on déduit facilement du théorème 


Fig. 3.5. Fig. 3.6. 


2.97 l'existence des nombres non négatifs :. = 1; 2 
s—=m +1,..., 1, tels que 


m 


Gs = à Mist ds= à Aisbs- 


Etant données les PEAUSS 
l l 


ÿ biPpi+ Lè, byPs = à bipi+ 2, dede A 


l 


bi(pit 2 isPs)) 
s=m+ 1 


pas 


m | € m l m | 
D Puit D Ppa=) put à. (Œ Mist) Ps= 
pe m+! fl s“m+i 11 


mn l 
= 2 afpi+ 2 AP) 
Al d 41 s=m+ {1 
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et la notation 


! 
Pi Pi ue 2, MaPes (3.47) 
le problème dual (3.46) se récrit 
min(b, p) 


A'p = c, p> 0, 
i.e. on retrouve évidemment le problème (3.4). 


Il correspond donc à toute solution p de (3.4) autant de solutions 
de (3.46) que le système d'équations (3.47) possède de solutions non 
négatives. On conçoit de plus que, les points extrêmes de l’ensemble 
des solutions de (3.46) s’obtiennent comme suit: on prend pour le 


vecteur p de (3.47) le point extrême p° de l’ensemble polyédrique 
P° et on cherche les solutions non négatives extrêmes du système. 

Ainsi, la non-unicité pour le problème dual (3.46) tient à l'exis- 
tence des contraintes « superflues » du primal (3.2), qui en contien- 
nent toutes les solutions. 

Voyons les propriétés de dérivabilité de la fonction F (b)s'ilya 
non-unicité pour (3.4). 

Soit {p!, p°, -.., p*} l’ensemble des points extrêmes de l’en- 
semble polyédrique convexe P°. 

Soit, dans KR”, les cônes convexes 


K, ={s ER" |(s, pr) —(s, p'}<0, i = 1,2, ..., k} 


pour tout r = 1, 2, ..., 4. 
Il est clair que chaque À, n'est pas vide: b € X,, r = 1, 2, ... 
..., k, parce que (b, p') = d = (b, p'}. 


LEMME 3.6. La réunion des cônes K,, r = 1, 2, ..., k, est 
k 
égale à l'espace R" tout entier: |] K, = R. 
r=i 


DEMONSTRATION. Soit s € R” et r un indice tel que (s, p') = 
_ min (s, p'). Evidemment, s € K,. 
1Si<h 
THEOREME 3.10. Soit s E R", ||s || = 1, un vecteur qui définit 
une direction au point b,s € K,. Le nombre (s, p') est la dérivée de la 
Jonction F en b dans la direction s. 


DEMONSTRATION. Soit Ab = Às, À > 0, suffissamment petit. 
Dans ce cas, l’ensemble des solutions du problème (3.43) est contenu 
dans P°. Mais (b + Ab, p') <(b + Ab, p')pourtouti,1<i<k. 
En effet, on a (s, p') <(s, p'}, à = 1, 2, ..., k, par définition de 
K,, si bien que (Ab, p') =4{As, p') (As, p') = (Ab, p'). Quels 
que soient À => 0 suffisamment petits, le point p’ est donc une solu- 
tion du problème (3.43), où Ab = Às. On en déduit, comme pour le 
théorème 3.8, F (b + As) — F (b) = (As, p'}, avec À > 0 un nombre 


EXERCICES y3 


assez faible. Alors 
lin FOR O 4, p'). 

à 0 

CoNsËQUENCE 1. On suppose qu'au moins une solution p* du 
problème dual (3.4) vérifie p = 0. Si l'on modifie la coordonnée b; 
du vecteur b tout en maintenant constantes les valeurs des autres coordon- 
nées, alors on n'arrive pas à augmenter le maximum F (b) de la fonction 
économique (c, x) du problème (3.2). 

En effet, la dérivée de F dans la direction s — (0, 0, .. 
“255 0 4 O, ..., 0), avec le nombre 1 occupant la place de la 
i-ième coordonnée, est nulle. Soit s € X,, auquel cas 


pi =({s, p') <{s, p*) = pi = 0. 
ConNsEQUENCE 2. Soit s, ||s || = 1, ur vecteur. On a 


3F(E) mx min (S, PD'}e 
ôs iSr<h 
En effet, si s € X,, alors 0F (b)/ôs =(s, p'). Selon la définition 
du cône K., PIE GpDhi=k 2, 54H. 


°? 


Exercices 


On abrège les notations’en désignant le problème (3.2) par P (b, c) et le 
problème dual (3.4) par D (b, c). 

1. Démontrer que si 4 > 0,b> 0 et la matrice À n'a pas de colonnes nul- 
les, alors le problème 

max (c, x) 
Az<b,z>0 

est possible. 

2. Vérifier que le je roblème P (0, c) peut, ou bien posséder une solution x = 0 
ou bien être impossible. 

3. Montrer que si le problème P (b, c) admet une solution et b’=>b, alors 
le problème P (b’, c) est possible. 

4. Résoudre le problème 


min (+ 272 + 3r3 +... + nzh) 
>, n+tz22>2 ntiztizsz3 ..., a trot... +rzzn, 
z,2>0,j—=1,2,..., n. 


5. Décrire toutes les solutions du problème 
n 
max ÿ ci; 
2=1 
n 
2 °F1<b, z12Z0, j=1,2, ...,n, 
2= 


où b,a;>0,j—=1,2,..., n. Montrer que si les nombres b=1 sont distincts, 
il y a unicité. 1 
6. Trouver les valeurs de À et u pour lesquelles le programme z° = (0, 4) 
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est une solution du problème 
max (7, + 34 re) 
— Ut, — LES _— 4, 27; — To L 2: 3ur; _ To 8. 

7. Démontrer que l'équation (c, r) = d est une conséquence du système 
Az = b si et seulement s’il existe un vecteur p tel que c = 4'p, d = (b, p). 

8. Démontrer que le problème 

max (c, x) 
Az <b,z>0. 
est possible pour tout b € R7''et tout c € R? si et’seulement si l’on trouve x? € R® 
et p° € R" tels que 
Ar <0, A'Mm>U0, pP>0, mM>0. 

9. Soit z° un point frontière du polyèdre À = {x | Az< 6} i.e. il existe 
une ligne a; 0 de la matrice À pour laquelle (ai. x) = b;. Démontrer l'exis- 
tence d'un vecteur c # 0 tel que r° soit une solution du problème P (b, c). 

10. On associe au point frontière r° du polyèdre X l’ensemble C,u de tous 
les vecteurs c tels que zr° soit une solution de P (6, c): 

Co = {cl{ce, ) > (c, x) VrEeX). 
Prouver que (’,9 est un cône convexe. | 

11. Démontrer la convexité de l’ensemble B, de tous les vecteurs b pour 
lesquels le problème P (b, c) est possible. 

12. On suppose que s est un vecteur, À > 0 et les problèmes P (b, el et 
P (b + Às, c) sont possibles. Démontrer qu'il en est de même du problème 
P (b + us, c), avec 0< p< À. INDICATION. Utiliser l'exer. 11. 


On dira qu'une direction s(s € R? , || s|| — 1) de variation du vecteur b 
est possible pour le problème P (b, c) si P (b - À s, c) possède une solution pour 
À > 0 suffisamment petits (i.e. il existe 9F (b)/às). 

13. Montrer que s'agissant du problème P (b, c), toute directoin s de varia- 
tion de b est possible si et seulement si cette propriété est juste pour = — ml/2e, 
avec e = (1, 1, ..., 1) E RA. 

14. Démontrer qu'une direction s est possible pour P (b, c) si et seulement 
si tout p € K!° (où K!° = {p|p> 0, A'p = 0, (b, p) = 9}) vérifie (s, p})> 0. 

15. Démontrer que toute direction de variation du vecteur b est possible 
pour le problème P (b, c) si et seulement si l’ensemble P° des solutions du problè- 
me D (b, c)est borné. INDICATION. Utiliser l’exer. 14 en posant s — +vi,i = 1, 
2,...,m,où viest le i-ième vecteur unité de l’espace Rm. 

16. Démontrer que si une direction s est possible pour le problème P (b, c}, 
alors 0F (b)/ds — min {s, p}. INpicATIOx. Utiliser l'exer. 14 et la consé- 


-P 
quence Î du théorème 3.10. 

On appelle dérivée partielle à droite de la fonction F (b), b — (b,, bs, . .. 
... bm), et on note 4F*+/db;, la dérivée 9F (b)/drt dans la direction du i-ième 
vecteur unité v! de l’espace R', et la quantité —GF (b)/à (—vt) est la dérivée 
partielle à gauche notée 0F-/6b;. 


17. Montrer que si la dérivée 9F-/db; existe pour le problème P (b, c) et 
P = (Py, Pos + + + Pm) est une solution quelconque de D (b, c), alors 


oF* 0F- 
TH SAIS db; , = 1: 2: ss M. 


18. Démontrer que si le problème 
max (c, r) 
Az = b 
est possible, alors tout vecteur réalisable est optimal. 
19. Vérifier la convexité de la fonction r?+ r5 et la concavité de V/z1 + ze. 


CHAPITRE IV 


APPLICATIONS | 
DE LA THÉORIE DE LA DUALITÉ 


La théorie de la dualité construite dans le chapitre III est un outil 
efficace dans l'étude qualitative des programmes linéaires. Elle 
intervient dans de nombreuses applications des plus différentes. Le 
lecteur en trouvera quelques exemples ci-dessous. 


$ 1. Théorème fondamental des jeux matriciels 


Parmi les modèles mathématiques du problème de prise de décision 
en présence d'’incertain, le modèle de jeu à 2 personnes est l’un des 
plus utilisés. La théorie des jeux est provenue des jeux de société 
(jeux aux cartes, échecs, roulette, ...), mais elle devra jouer plus 
tard un rôle important en économie, dans le domaine militaire et 
dans d’autres sphères de la vie sociale. 

Avant d'introduire des notions fondamentales, on décrit un jeu 
simple à 2 personnes. 

Le jeu se joue comme suit : chacun des joueurs choisit le nombre 1 
ou 2 tout en cherchant à deviner le choix de l'adversaire. S'ils ont 
vu juste les deux ou s'ils se sont trompés. la partie est considérée 
comme nulle, et si c'est seulement l’un d'eux qui a pénétré les inten- 
tions de l’autre, son gain est égal à la somme de deux nombres 
choisis. 

Décrivons le jeu en langage formel. 

On appelle stratégie d'un joueur le couple de nombres s, » qui 
peuvent être À ou 2, s étant le nombre choisi et { le choix présumé 
de l'adversaire. Ainsi, chaque joueur possède quatre stratégies: 
(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2). 

Toute l'information sur les règles du jeu est résumée par le ta- 
bleau de la page 96. 

Les éléments de la matrice représentent le gain de À. Si À choisit, 
par exemple (2, 2) et B adopte (2, 1), alors le gain du premier est 
égal à 4. Par contre, si À choisit (1, 2) et le choix de B porte sur 
(1, 1), alors À. verse 2 (i.e. il reçoit —2). 

Ce jeu a ceci de particulier que chaque joueur dispose d’un en- 
semble fini de stratégies. De tels jeux sont dits matriciels. 
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Joueur À 


Décrivons un jeu matriciel. 

A possède m stratégies indicées par à = 1, 2, ..., m, et l'en- 
semble stratégique de B contient rz éléments numérotés par les 
nombres j = 1, 2, ..., n. Si À choisit la stratégie à et B la straté- 


gie j, alors le gain du premier est a;; (c'est une perte pour a;; << Ü). 
La matrice 


Am: m2 es mn 


porte le nom de matrice du jeu. 

Les échecs sont un exemple de jeu matriciel dont chaque partici- 
pant dispose d’un très grand nombre de stratégies. 

On désigne par z = (0, 0, ..., 1, 0, ..., 0) € R”, le nombre 1 
occupant la place i, la stratégie i de À et par y — (0, O0, ..., 0, 
4, 0,..., 0) ER", le nombre 1 étant à la place j, la stratégie j 
de B. On voit sans peine que l'issue du jeu, i.e. le gain de À, est 


dy = (Ts Ay) =(A'Z, y). 


Il existe en théorie des jeux une règle présidant au choix des 
stratégies qui constitue le principe de résultat garanti. Selon cette 
règle, le joueur À raisonne comme suit : si j'applique la stratégie i,, 
mon adversaire peut adopter j, telle que le nombre a;,;, soit le plus 
petit des a,,, j = 1, 2, ..., n, i.e. 


di,}s = min Œi,je 
ESS 


B ignore en général le choix i, de À, et il adopte la stratégie j 
indépendamment de ce choix. Il se peut cependant qu'il joue précisé- 
ment j,, si bien qu'avec i, mal choisie, À peut subir une perte 
sensible. Dans notre exemple, si À opte pour à, = 3, i.e. la stratégie 


(2, 1), il risque de perdre 4 (à condition que B applique j, = 4, 
1.0. (2, 2)). 
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Il faut donc être prudent et adopter à, de façon que le nombre 
jh = Es &;,; Soit le plus grand possible, i.e. 


Gi, — Max min a;;. 
1SiSm 1<i<n 


S'agissant du cas considéré, 


dij = Min ay=—3, ji=3, 
1SiS4 

&2j, — min do — — 2, Fi =1, 
1LI<4 

3j, —= min 3j — — &, i=4; 
ISA 

dij = MIN Gj=—38, ji=2. 
1<I<4 


Le joueur À fera preuve d'intelligence s'il choisit ë, telle que 


Gij, = Max dj =max{—3, —2, —4, —3} 
1<i<4 


Il est clair qu'il faut prendre i, = 2; cela étant, j, = 1 et a;,;, — 


Ainsi, en choisissant i, = 2, i.e. la stratégie (1, 2), À est certain 
de perdre au plus 2. 

Si l’on raisonne pour B, on conçoit que la stratégie, à choisir doit 
être telle que le nombre 


&ij,—= MAX Gi; 
sja ie 


soit aussi petit que possible, i.e. 


Gigi, = MIN MAX Ge 
1<Li<n 1<i<m 


Visiblement, j, = 2 (i.e. la stratégie (1, 2) comme celle de À), is =1, 
a, n —= à. 
Par conséquent, B peut également être assuré de perdre au plus 2. 
Le cas est, paraît-il, parfaitement clair: À a à adopter la stratégie 
i, — 2, B la stratégie j, = 2, et on aura la partie nulle car a,, = (. 
Or, la situation tient du paradoxe. En effet, la matrice du jeu 
est connue des deux joueurs, si bien que, disons, À peut penser non 
seulement pour lui-même, mais aussi pour son adversaire. En ju- 
geant que B appliquera la stratégie j, = 2, il voudra jouer à, = 1 
et gagnera donc 2. Si B raisonne de même, il abandonnera l’idée 
d'appliquer j, = 2. Cela peut durer éternellement sans qu'aucune 
décision soit prise. 


7—0870 
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Voyons le jeu de matrice 


2 —3 8 0 
6 4 D 9 
7 2 —3 6} 
—10 —3 1 7 


On calcule sans peine que 
dij = Max min a;;—4, 
1SiS4 1Li<4 
et à — 2, j = 2. 

D'autre part, 

Gi,j,= min max a;=4#4, 
. 1SIS4 1<i<4 
et do = 2, ja = 2. 

Cela signifie que la stratégie i = 2 de À lui garantit un gain d’au 
moins 4 et que B peut garantir une perte d’au plus 4. Il est donc clair 
que les stratégies i — 2 et j = 2 sont optimales pour À et B respecti- 
vement. Ainsi, le jeu admet un couple stratégique mutuellement 
acceptable. 

Deux exemples cités présentent entre eux les différences suivantes. 
Dans le premier cas, chaque joueur peut s’assurer le gain —2 et il 
espère obtenir plus, tandis que dans le second, chaque joueur garan- 
tit un résultat au moyen d'une stratégie, et aucune autre stratégie 
ne lui permet de garantir davantage. Pour savoir différencier ces 
deux situations dans le cas général, on introduit certaines notions. 


DériNrTioN 4.1. On dira que le nombre 


v— max min a; 
—  1<i<m 1<i<n 


est la valeur minimum du jeu et que 
°‘v= min max a;; 


1Li<n 1<i<m 
en est la valeur maximum. 
LEMME 4.1. v<v. 
D£EMONSTRATION. Il est clair que 
min GS j—=1, 2, ...,n, i=1,2,...,m, 


ISIN 
d'où 
max min a; Max aj, j—1, 2, ..., n. 
1LiSm 1<j<n 1<i<m 
Finalement, 


max min a;;< min max ayj. 
1<i<m 1<ji<n 1<ji<n 1<i<m 
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Dans le premier exemple, v = —2, v = 2, i.e. v<v; dans le 
second cas, v = v = 4. 


DeriniTIoN 4.2. Un jeu possède un point selle si v = v = v, où 
v est la valeur du jeu. 
Derinrrion 4.3. La stratégie i, du joueur À est dite maximin si 


min di,;j = max min a;;=v. 
1<i<n 1<igm 1S<i<n _ 


De même, la stratégie j, de B est dite minimazx si 


max @G;jj — Min MAX a;;—v 
1<iSm 1SiEn 1<i<m 


Les deux stratégies sont de bonnes stratégies. 
Visiblement, il existe toujours pour À et B une stratégie maximin 


et une stratégie minimax respectivement. Elles peuvent même être 
plusieurs pour chaque joueur. 


THEOREME 4.1. Un jeu matriciel a un point selle si et seulement 
Si chaque couple (io, j,) de bonnes stratégies vérifie l'inégalité 
jo < Giojo Lio (4.1) 
pour tout i = 1, 2, ..., met tout j =1,2,...,n. 


D£EMONSTRATION. Supposons que le jeu a un point selle, i.e. v — 
— v —v, auquel cas 


ÙU —= min di, Li, ñ T1; 2, .….., n. 
1<J<n 
D'autre part, 
U—= Max @j,>di,, i—=1, 2, ...,m, 
1<Li<m 
d'où Gjjje < LL igfor 1e LV = Giojor Cijo L igje LE Lioj- 
Inversement, soit (4. 1). On a 
V— max ai, ai.i, 
1<i<m 
et 


= min a; SZ disier 
IR 


i.e. v & < v. Il est déjà connu que v > v, d’où v = ». 


DEérFiNITION 4.4. Si un jeu possède un point selle, alors tout 
couple (is, jo) de bonnes stratégies constitue un point selle. 


Fort des résultats obtenus, on dit que si le jeu possède un point 
selle (is, jo), alors À et B se comporteront d'une manière intelligente 
en appliquant à, et j, respectivement. Si le point pe défaut, 
on est dans le doute sur la stratégie « intelligente 5 L'un des.pro- 
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moteurs de la théorie des jeux von Neumann a donc proposé d'élargir 
le concept de stratégie. Supposons qu’on joue un grand nombre de 
parties, si bien que tout joueur s'intéresse à son gain moyen à l'issue 
du jeu et non à ce qu'il gagne à la fin de chaque partie. 

On appelle stratégie mixte du joueur À un vecteur Z = (Zy, Ze, « .. 


 Imhoùtz, >0,i—=1, 2, sm D 2 — 1, dont la coordon- 


née zx; est assimilée à la probabilité (ou La fréquence) pour qu'on 
adopte la stratégie de numéro i. On note qu’un cas particulier d’une 
stratégie mixte est x — (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), avec 1 à une 
place i. Cela veut dire qu'on applique la stratégie à au cours de toutes 
les parties. Les stratégies ainsi définies sont dites pures. 

On introduit de même la Stratégie mixte y — (ÿ1, Ye, . . -, Un) 


y>0,j=1,2,...,n, So = 1, pour le joueur B. 
J=1 


La stratégie mixte x = (x,;, Z:, . . ., Zm) Consiste à choisir un 
vecteur x qui décrit la probabilité avec laquelle on utilisera dans 
chaque partie telle ou telle stratégie pure de À. Dans la suite, le 
choix de la stratégie pure sera confié à un dispositif qui l’effectuera 
au hasard compte tenu du vecteur x. 

Même si le joueur B peut deviner la stratégie de À, il ne saurait 
prévoir son choix concret dans la partie donnée. 

Si À adopte la stratégie mixte x et B la stratégie mixte y, la 
fréquence avec laquelle on applique le couple (i, j) de stratégies 
pures est z:y;, le gain de À étant a;, ou a;;x;y,N selon qu'il s'agit 
d’une seule partie ou de Ÿ parties. À gagne donc au total à l'issue 
de V parties 


m n m n 
» à aijtiy;N = N à à diTtiy js 
1= = == 


et son gain moyen est 
m ñn 
M (x, y) = à à dijtiÿj = (ZT; Ay). (4.2) 


En théorie des probabilités, le nombre M (x, y) est connu sous le 
nom d'espérance mathématique du gain dans chaque partie si l’on 
applique les stratégies mixtes x et y. 


Définition 4.5. On dit que le couple (x°, y°) de stratégies 
mixtes est un point selle de la fonction M (x, y)sil'on a 


M (x, y°) < M (x°, y°) < M (z°, y), (4.3) 
1.e. 


LC 
2 2 an > DETTES 


i- LL 7- ES OU EX î 


n 


à dijTiy) (4.4) 


= 


NUE 
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quelles que soient les stratégies mixtes x et y de À et B respective- 
ment. 


Comme dans le cas où le jeu possède un point selle en stratégies 
pures, l'existence du couple (x°, y°), point selle en stratégies mixtes, 
signifie qu'avec la stratégie x°, À est sûr de gagner M (x°, y°). En 
effet, si B choisit tout y, le gain de À est au moins égal à M (x°, y°) 
du moment que M (2°, y) > M (x°, y°). D'autre part, le fait d’adop- 
ter la stratégie y° garantit à B que À peut gagner au plus M (x°, y?) 
(ce qui découle de la première inégalité (4.3)). 

Ainsi, À et B agissent de façon intelligente s'ils choisissent, en 
présence du point selle (x°, y°), les stratégies respectives x° et y°. 
On comprend donc l'intérêt spécial du théorème suivant de von 
Neumann qui légitime l'introduction des stratégies mixtes. 


TH£EOREME 4.2. Tout jeu matriciel possède un point selle en 
stratégies mixtes. 


LEMME 4.2. Pour que le couple (x°, y°) de stratégies mixtes soit 
un point selle de la fonction M (x, y), il faut et il suffit que 


2 EM (æ, PET as (4.5) 
+ LE — 
quels que soient i = 1, 2, ..., m et j —1,2,...,n. 


DEMONSTRATION. Soit (x°, y°) un point selle. L'’inégalité (4.4) étant 
satisfaite pour toutes les stratégies mixtes x et y, on obtient (4.5) 
si l’on prend x = (0, 0, ..., O0, 1, O0, ..., 0); avec 1 à la place 
de la i-ième coordonnée, et y = (0, 0, ..., 0, 1, O0, ..., 0), avec 1 
à la place de la coordonnée j, et si on porte ces vecteurs dans (4.4). 

Inversement, soit (x°, y°) un couple de stratégies vérifiant les 
inégalités (4.5) pour tout à = 1, 2, ..., met j —1,2,...,n. 
On trouve le résultat du lemme si les relations (4.4) ont lieu pour 
tout x et tout y. 

On note en premier lieu qu’on écrit comme suit les inégalités 
(4.4) avec l'opération de multiplication des matrices par un vecteur: 


(x, Ay°) Z(r°, Ay°) <(A'zx°, y). (4.6) 
On a de même pour (4.5) 
AY < Un, (4.7) 
A =v.. (4.8) 
où le vecteur v,, de dimension m a toutes ses coordonnées v — 


— (1°, Ay°), et toutes les coordonnées de v, de dimension n sont éga- 
les au même nombre v — {4'zx°, y°). 


On multiplie (4.7) scalairement par le vecteur x (on rappelle que 
z > 0), il vient (x, Ay°) <{v,, x). Le nombre ({v,, x) = v car 
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m 
(ms ZT) = VD z, dx; = 1. On a (x, Ay) < v. On trouve de 


1145 


L 


t=1 
même (A'x°, y) > v. 


Quel est le sens intuitif du lemme démontré? Il est déjà connu 
que si le couple stratégique (x°, y°) constitue un point selle, alors z° 
est une bonne stratégie contre l’ensemble des stratégies mixtes de LB. 
Le lemme 4.2 dit qu'il suffit que x° soit une bonne stratégie contre 
l’ensemble des stratégies pures de B. Il en est de même de y°. 

La matrice du jeu À peut être une matrice m xX n quelconque. 
Il y a cependant des cas où l'on l’assujettit à être positive. On a 
notamment un résultat simple qui s’énonce sous forme de 


LEemmE 4.3. Soit a un nombre quelconque et À une matrice 
d'éléments a;j = a;; + a. On suppose que le couple (x°, y°) est un 
point selle du jeu de matrice A. Ce couple de stratégies mixtes constitue 
un point selle du jeu de matrice À. 


D£EMONSTRATION. On désigne par Àf (x, y) la fonction de paie- 
ment du jeu défini par 4. On a 
m n 


M (x, y)={x, Ay) = à 2 (ay ra) ziy, = 
i=1 .7= ; 


m LA 


n 
= È ajTiÿ; + a à t; 2. y;=(x, Ay)+a=M (x, y)+a. 


Le couple (x°, y°) est un point selle dans le jeu de matrice À, 
si bien qu'on écrit compte tenu du lemme précédent : 


LU 


Zani= ZE (+) EM (#, P)+a=M(e, y), 


2=1 
i— 1, 2: ...79 mm. 


Ainsi, on a démontré la première inégalité (4.5) pour le couple 
(z°, y°) dans le jeu défini par À. On procède de même pour l’autre 
inégalite. 

Selon l'affirmation du lemme 4.2, les inégalités (4.5) sont une 
condition nécessaire et suffisante d'existence d’un point selle. On en 
déduit que (x°, y°) est le point selle demandé. 


On passe à la démonstration du théorème de von Neumann et 
on suppose que À est positive. 
Soit deux programmes linéaires : 


min (U, Em) 


4.9 
Au>ze, u>0, en 
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avec u — (U, Us, . . ., Um) et e, un vecteur de dimension 7x dont 

toutes les coordonnées sont 1, et 
max (W, en) (4.10) 

AU < Em 

où w — (W,, Was, . . ., WA) et le vecteur e,, de dimension m a toutes 

ses coordonnées égales à 1. 

Il s’agit évidemment de deux problèmes en dualité. 

Comme la matrice À (et, partant, A’) est formée d'éléments posi- 
tifs, le problème (4.9) a un sens, et l’on prend pour vecteur réalisable 
un vecteur u de coordonnées positives suffisamment grandes. Le 
problème (4.10) a un sens lui aussi : le vecteur w = 0 respecte toutes 
les contraintes. 

Aux termes du théorème de dualité, (4.9) et (4.10) possèdent des 
solutions (ce sont u° et w° respectivement) et ont même valeur, i.e. 
(0, em) = {w°, e,) = d. Evidemment, d = (w°, e,) > 0 parce que 
tout vecteur w de coordonnées positives suffisamment petites est 
réalisable pour (4.10) et (e,, w°) =(eh, w). 

On montre que les stratégies mixtes x° — : u° et y° — Zu 
forment un point selle du jeu. 

Il résulte de (4.9) que A’r° > v,, et (4.10) fournit Ay° < v,, où 
comme TtOUjOUTS Un — Ven, Um — V*em LV = 1/d. On a par le théorè- 
me d'équilibre (u°, Au) = (u°, en) = d. On y porte u° — dx, 
w° = dy, il vient (z°, Ay°) = v. 

Les relations obtenues entre les vecteurs x°, y°, le nombre v et 
la matrice À signifient que le couple (z°, y°) est un point selle du 
jeu et le nombre v en est la valeur (lemme 4.2). 


$ 2. Sur l’existence du cœur d’un jeu 
coopératif à = personnes 


Le théorème fondamental des jeux matriciels (voir $ 1) résout 
bien dans un sens le problème de choix d’une stratégie dans les situa- 
tions socio-économiques décrites par les modèles de jeu antagoniste 
à 2 personnes. Mais le duel n’épuise manifestement pas la diversité 
des phénomènes sociaux. Dans la réalité, on rencontre plutôt des 
cas où l’on est en présence de nombreux individus ayant des intérêts 
différents mais non nécessairement opposés. La théorie des jeux à n 
personnes étudie une assez vaste gamme de modèles de ce type (voir 
[19] à [21]). Comme il nous est impossible de nous arrêter, ne fût-ce 
que sommairement, à toutes les idées de cette partie des mathémati- 
ques, nous centrons ce paragraphe autour de la notion de solution 
d'un jeu coopératif à 7 personnes. 

On exposera les concepts théoriques de base à travers une inter- 
prétation possible (fort conventionnelle) d’un problème. 
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On propose à plusieurs firmes un contrat avantageux. Soit nr le 
nombre de firmes numérotées par 4, 2, ..., r et N l’ensemble des 
firmes, V —={1, 2, ..., n}. Le montant du contrat est égal à v (W). 
Les firmes concernées engagent des pourparlers dont l’objectif numé- 
ro un est de convenir de la répartition de v (NW) entre les participants. 
La difficulté tient à ce que plusieurs firmes (n'importe lesquelles) 
peuvent en général former une coalition et signer un autre contrat. 

Toute partie S des participants, $ = N, constitue une coalition. 
Soit $ une coalition qui a la possibilité de conclure un contrat à elle 
et soit v (S) son montant (qui peut être nul). On suppose que les 
pourparlers préliminaires aboutissent à proposer le partage suivant: 


nr 

on versera à la i-ième firme la quantité z;, x, > 0, dx; = v(N). 
{=1 

Il est clair que si la somme des z;,i € S (ï.e. le montant à verser 


à la coalition S) est inférieure à v (S), les firmes de S refusent ce 
partage car elles peuvent recevoir plus ailleurs. Ainsi, le problème 
consiste à trouver un vecteur (z;,, z:, . .., x,) décrivant un partage 
de v (Ÿ) qui satisfait toutes les coalitions possibles. Il se trouve que 
le problème n’est pas nécessairement résoluble. 

La description formelle d’un jeu coopératif à r personnes est la 
suivante. 

S'agissant d’un jeu à = personnes, on note V —={1, 2,...,n)} 
l’ensemble de tous les joueurs. On appelle coalition toute partie S 
non vide de V. L'ensemble S peut être à un élément ou être égal à 
N tout entier. 

On suppose donnée, sur les parties de V, une fonction qui associe 
à tout $ = NV un nombre réel non négatif v (S). La fonction v porte 
le nom de fonction caractéristique du jeu. On l’assujettit à deux condi- 
tions : 


1) v (S) = 0. (4.11) 


Cette condition est naturelle vu que le symbole signifie un ensem- 
ble vide (le lecteur s’en souvient certainement). 


2) (SU T)æv(S) + v(T) (4.12) 


si SA T = S. 

La condition 2) traduit la propriété suivante: en réunissant leurs 
efforts, deux coalitions disjointes s’assurent un gain total au moins 
égal au total des gains individuels. Il en découle en particulier que 
v(N)> v(S) pour toute coalition S, si bien qu'avec la condition 
v(N) > v (S), chaque groupe espère que l’action conjuguée lui per- 
mettra de gagner plus que par lui-même. 
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D£riNITION 4.6. On appelle imputation un vecteur x = (zx;,, 
Lay + + + Æn) tel que 


1) à Zi =V(N); 


2) ER 2 rise M 

La condition 2) veut dire qu'on ne saurait payer au participant à 
moins qu'il n'aurait obtenu tout seul. 

Soient x = (21, Z2, . . ., Zn), Y —= (Yss Yos + + +» Yn) deux imputa- 
tions. On suppose que les participants doivent choisir l’un d'eux et 
que x est plus avantageux que y pour la coalition S. Dans quel cas S 
peut insister sur ce partage en menaçant de ne jouer plus le jeu si ses 
partenaires le refusent ? Il est clair que la chose n’est possible que si 
la quantité v (S) est au moins égale au montant versé à S conformé- 
ment à x. On est amené à une notion fondamentale de la théorie des 
jeux cooperatifs. 


DeriNiTion 4.7. Soient x, y deux imputations et S une coalition. 
On dit que x domine y pour la coalition S si 


1) Zi >> y, quel que soit iES, 
2) à ri LU (S). 
ÎES 


La notation correspondante est z > y. 
s 


DériNiITioN 4.8. On dit que x domine y, et on note x > y, s’il 
existe au moins une coalition $S pour laquelle x + y. 
s 


Divers cas particuliers de jeux coopératifs ont un intérêt certain. 
Nous utiliserons, à titre d'illustration, un jeu défini comme suit. 


Derinrrion 4.9. Un jeu est dit symétrique si la valeur v (S) de la 
fonction caractéristique ne dépend que du nombre de joueurs de la 
coalition S. 


Voyons ce qu’on entend par solution d’un jeu coopératif. Il y a 
lieu de dire qu'on ne peut probablement trouver, même dans un jeu 
concret, une imputation qui donne le profit maximal à tous les 
joueurs, i.e. une imputation telle qu'aucune coalition n’assure mieux 
à chacun de ses membres. Cela suggère l’idée de restreindre au possi- 
ble l’ensemble des imputations restantes de façon qu'aucun groupe 
de joueurs n'ait de raison de refuser une imputation quelconque de 
l'ensemble. 


DeriniTioN 4.10. On appelle cœur d’un jeu l’ensemble de ses impu 
tations indominées. On note C (v) le cœur d’un jeu de fonction carac- 
téristique v. 
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TH£EOREME 4.3. Le cœur d'un jeu est l’ensemble des vecteurs x = 


= (21, Los - « …, Tn) tels que 
1) Szzvr(S) VEN, 
iES 
2) S zx =v(N). 
iEN 


D£EMOXSTRATION. Soit x un vecteur vérifiant 1) et 2). On pose S — 
— {i}. La condition {) devient x; > v ({i}) qui signifie avec 2) que r 
est une imputation. On montre que x n’est dominé par aucune autre 
imputation y. On admet que y; > x, pour tout à € S, S étant une 
coalition. Dans ce cas, > y > SN mzv(S), ie NV y> 

1€S i€ES i€S 

> v(S), ce qui veut dire que y ne domine z pour aucune S. Donc, 
x EC (v). Il reste à montrer que si le vecteur y ne respecte pas au 
moins l’une des conditions du théorème, il n’est pas dans le cœur du 
jeu. Mais il est clair que y ne vérifiant pas 2) n’est en général pas une 
imputation. Faisons l'hypothèse de y ne satisfaisant pas à 1), i.e. il 
existe une coalition S telle que S' y; <v(S). On trouve dans ce 


iES 
cas un nombre € >> O pour lequel ' y; = v(S) — e. On pose 
ies 


a=®(N)—v Se 2e ({i}). 


Etant donné (4.12), on vérifie sans peine que «> 0. Soit | S |le 
nombre d'éléments de la coalition S. 
On prend un vecteur z = (2,, 22, . . ., Zn) défini par les égalités 
€ 


Yi ST si iCS, 


vHD+ ET sies. 


On vérifie que z est une tion En effet, on a évidemment 
> v({i}) pour ié S.SiiES, alors z>y;>v({i}), i.e. z2> 
> v ({i}) une fois de plus. D'autre part, 


1 ; 2 _… 
D = 2 (u+ ua Tr) + 2 (oi + 2 —)= 
iEeN iEN S 
— 5 jite+ > v(il+a=v(S)+ D v(Gi}+a=v(N). 
iES iEN.S iEN.S 
Ainsi, z est une imputation, et z domine, par définition, le vecteur y 
pour S. Par conséquent, y é C (v). 


Le théorème entraîne que le cœur C (v) est un polyèdre fermé. 

On se demande tout naturellement si l’on peut utiliser la théorie 
de la programmation linéaire pour voir plus clair dans les problé- 
mes concernant la notion de cœur. 
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Soit le programme linéaire 


min à z, 
iEN 
> z; >ZV(S) 
ieS 
quels que soient SE W, S Æ N. Il y a autant de contraintes que de 
coalitions $ € NW. On aura besoin, pour construire le dual, de nouvel- 
les notations. On désigne par ps la variable duale correspondant à la 
contrainte de coalition. On introduit les vecteurs $S € R': 
ce 4 si icsS, 
DO osiés. 
En d'autres termes, S est un vecteur de dimension » dont les coordon- 
nées 14 occupent les places numérotées par les mêmes chiffres que les 
participants à la coalition S. 

Nous dirons que S est le vecteur d'incidence à la coalition S. On 
désigne par e”* le vecteur #7-dimensionnel e* = (1, 1, ..., 1). Le 
problème dual s'écrit 

max > ps(S) 
SEN 
2 p«S=e", ps>0, VSS=N. 
Les contraintes du dual sont au nombre de n, tandis que le primal en 
a nr X (2 — 2). Cela étant, le dual a manifestement plus de varia- 
bles que le primal. 

Le problème primal a évidemment un sens. D'autre part, sa forme 
linéaire est minorée sur l’ensemble admissible car certaines contrain- 
tes sont des inégalités de la forme x; > v ({i}), i € N. Par le théorème 
3.1, le problème possède une solution, auquel cas il en est de même 
du dual. On note d la valeur commune des deux problèmes. On voit 
aisément que si dd v (NW), alors le cœur C (v) du jeu est non vide. 
En effet, soit x une solution du primal. On prend le vecteur zx = «x, 


N'a) r,=ad=v(N). 

ieN ÎEN 
Le vecteur x étant réalisable, on a, d'autre part, 

Dana) n>av(S)>v(S), 

ies iES 
d'où zEC(v). Inversement, si d>v(N), tout vecteur x tel que 
S zmzv(S) vérifie l'inégalité YO xz>zd>œv (N), ïi.e. le 
TS iEN 
cœur C (v) est vide. 
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Ainsi, la condition nécessaire et suffisante de non-vacuité du 
cœur C (v) est d<& v (N). 

Ces considérations aidant, on a le résultat suivant : pour que C (v) 
soit non vide, il faut et il suffit que tout jeu de nombres ps , SE NW, 
tel que 


D PsS=e", ps>0, SEN, (4.43) 
SCN 
remplisse la condition 
2, psv(S)<v (N). (4.44) 
SCN 


* L'ensemble des vecteurs {p,, S & N} vérifiant les équations (4.13) 
est un polyèdre convexe (chaque coordonnée p4 est < 1). Il suffit 
donc que la forme linéaire $' psv(S) soit bornée par v (W) aux 

S=N 


seuls points extrêmes du polyèdre. 
Nous venons de démontrer le 


TH£OREME 4.4. Lecœur C (v) est non vide si et seulement si chaque 
point extrême du polyèdre (4.13) satisfait à la condition (4.14). 


L'intérêt de ce théorème tient à ce que le polyèdre (4.13) est 
indépendant de la fonction caractéristique v (S) du jeu. Cela permet, 
après avoir calculé une fois pour toutes, disons, par la méthode du 
simplexe les points extrêmes de (4.13) (qui sont en nombre fini), de 
vérifier sans difficulté l’existence du cœur de tout jeu coopératif à nr 
personnes ; il suffit d’établir la validité de (4.14). 

On note que la recherche des points extrêmes en question est en 
principe relativement simple. Selon le théorème 2.18, on doit explo- 
rer une à une toutes les zx X n-matrices partielles non dégénérées des 
contraintes de (4.13). Il est connu, d’autre part, que les points extré- 
mes du polyèdre (4.13) sont si nombreux pour r importants qu’on 
ne saurait les calculer dans la pratique. La forme simple des con- 
traintes (4.13) et leur invariance dans le renumérotage des variables 
autorisent cependant à espérer que le théorème démontré sera d’une 
certaine utilité dans l’étude théorique des jeux coopératifs. 

On montre qu’avec le théorème 4.4 on obtient une condition né- 
cessaire et suffisante d'existence du cœur d’un jeu symétrique à n 
personnes. On démontre au préalable un résultat général. 


THEOREME 4.5. Pour qu'un jeu coopératif à n personnes ait un cœur, 
il suffit que la fonction caractéristique v vérifie la condition 


v(S)< LE &(N) 


pour tous les SE N. 
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La démonstration est immédiate. En effet, il est clair que l’iné- 
galité 


* 
> u— 2€ | [SIZ>v(S) 
ieS 

entraîne sous cette condition que l'imputation a — (eo, ZEUS 


n n 
_. ©) appartient au cœur. 


Il se trouve que la condition est nécessaire dans le cas de jeux 
symétriques. 


THÉEOREME 4.6. Pour qu'un jeu symétrique possède un cœur, il 
faut et il suffit que v (S)< PI v (N) pour chaque S & N. 


DÉMOXSTRATION. La suffisance découle du théorème précédent. 
On démontre la nécessité. On suppose que le cœur du jeu n’est pas 
vide, et soit S une coalition arbitraire de m joueurs, i.e. | S | = 
=mMm<Nn. 

LEMME 4.4. Îl existe n coalitions S;, j = 1, 2, ..., n, telles que 


chacune contienne m éléments et les vecteurs S; d'incidence à S, jouissent 
de la propriété 


En effet, on prend pour 5, j =1,2,...,n, les vecteurs dont la 
i-ième coordonnée S,(i) est définie par 40 formule 
1 si 0<i—j<m—A, 
S,(i=4 1sii—-j<—(n—-m+1), 
0 dans le cas contraire; 
i==1, 2; 
Le soin de vérifier si ces vecteurs respectent les conditions du 
lemme est laissé au lecteur. 


Prenons un vecteur {ps, S CN} tel que ps = 1/msiS =S; 
pour un j,1<j<n,etps —= 0 dans le cas contraire. Evidemment, 


à psS = > Se" 


Ainsi, les _ . RARE (4.13). Le cœur C (v) 


1 


1 
étant supposé non vide, il en résulte (4.14), i.e. à —v(S)Ev(N). 
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Le jeu est symétrique, si bien que v(S;) = v(S), j —1,2,...,n, 
et on a L nv (S) << v (W). 

On établit, pour illustrer le théorème 4.4, une condition nécessai- 
re et suffisante d'existence du cœur pour un jeu quelconque à 3 per- 
sonnes. | 

Dans ce cas, V = {1, 2, 3}, et l’ensemble des coalitions autres 
que V comprend 6 éléments suivants: 

Si = {1}, sr {2}, Ss — {3}, S'12 + {1, 2}, S1s dE {1, 3}; 

238 — , . 

Les vecteurs d'incidence correspondants sont 

S; — (1, 0, O0), S2 = (0, 1, O), EF = (0, 0, 1), Si2 = (1, 1, 0), 
S13 =(4,0,1), Ses=(0, 1, 1). 
Le polyèëüre (4.13) est défini par 


(enr) 


(Pis Pas Pas Pis Piss Pas) 0. 
I] faut trouver tous les points extrêmes du polyèdre. Le théorème 2.18 
dit qu’un point est défini dans l’espace r7-dimensionnel moyennant nr 
équations linéairement indépendantes. Dans notre cas, nr = 6, et 
on ajoute à trois équations disponibles trois équations provenant de 
la condition de non-négativité des variables. En d’autrestermes, parmi 
Pi = 0, Pa =0, ps3—0, Pis — 0, Pis — 0, P:3 = 0, 

on choisit trois équations. Comme on peut procéder de 20 manières 
différentes (C*° — 20), l'exploration complète s'avère assez fasti- 
dieuse. Si l’on se rappelle que le polyèdre (4.13) est invariant pour le 
renumérotage des inconnues, on se limite aux cas suivants: 


Pi =0, Pi =0, Pi =0, 
1) 4 P2=0, 2) 4 P2=0, 3) 4 p2—0, 
Pa=0; Pi2 = 0; P13 = 0; 
Pi = 0, P2 = 0, 
4) APy2=0, 5) 4 Pis = 0, 
Pis = 0; P2a = 0. 
Les solutions respectives sont : 
1) (0, O, O0, 1/2, 1/2, 1/2); 
2) (0, 0, —1, 0, 1, 1) extérieure au polyèdre; 
3) (0, 0, 1, 1, O, O); 
4) la matrice est dégénérée : 


5) (4, 4, 4, 0, 0, O). 
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Ainsi, on obtient trois points extrêmes du polyèdre (4.13): 
(0, O, 0, 1/2, 1/2, 1/2), (0, 0, 1, 1, O0, O0), (1,1, 1, 0, 0, O0). 


Les autres points extrêmes s’en obtiennent par renumérotage des 
variables. Ils sont deux: 


(0, 1, 0, 0, 1, 0), .(1, 0, 0, 0, 0, 1). 


Vu le théorème 4.4, les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'un jeu à 3 personnes possède un cœur s’écrivent : 


+ (0 (S32) +0 (S13) + v (S23)) Kv (NW), 


(Si) +v(Sn) VIN), iÆj, ik jÆk, 
U (S1) + v (Se) + v (S3)< v (W). 
Seule est essentielle la première condition parce que les deux au- 
tres sont toujours vérifiées par suite de (4.12) imposée à la fonction 
caractéristique du jeu. 


On dit finalement qu'un jeu à trois personnes a un cœur non vide si 
et seulement si v (S,2) + 0 (S33) + 0 (S 23) < 2v (NW). 
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Lorsqu'on modélise les phénomènes physiques, économiques et 
sociaux, le modèle linéaire comprend souvent des matrices d'’élé- 
ments non négatifs (on n’a que revoir le chapitre premier). Dans ce 
cas, les propriétés spéciales aux matrices carrées non négatives s’avèe- 
rent fort utiles. Elles sont notamment décisives quand on décrit les 
caractéristiques qualitatives des trajectoires optimales dans le modèé- 
le dynamique de Leontief (voir $ 5 du présent chapitre). Dans ce 
paragraphe, on démontrera par le biais de la programmation linéai- 
re une propriété des plus importantes des matrices non négatives, 
à savoir on verra qu'elles possèdent une valeur propre réelle non 
négative et un vecteur propre non négatif associé. 

Le symbole À désignera dans ce paragraphe une matrice carrée 
d'ordre x d'éléments non négatifs: 


A = (ay), a;>0, i,j—=1,2,...,n. 


Dans la suite de l'exposé, un rôle capital revient à la notion de 
matrice indécomposable. On note V = {1,2,...,n} l’ensemble des 
entiers naturels de À à n. 


Derinrriox 4.11. Soit S une partie de l’ensemble W. On dit que S 
est isolé si dans À a;; = 0 pour jES,iE NXS. 


Cela signifie en termes de modèle de Leontief que les industries 
indicées par j € S n'’utilisent pas les biens produits par les industries 
de numéros pris dans l’ensemble V\XS. Si 1’ on renumérote les indices 
de sorte que S = {1,2,...,k}, NS = {k +1,...,n} (ce qui 
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correspond à la permutation simultanée des lignes et colonnes de 1a 
matrice À), alors À s'écrit: 


A= É | (4.15) 


avec À, et À, des sous-matrices carrées de dimension À X k et 
(n — k) X (n — k) respectivement. 


DeériniTiIoN 4.12. La matrice À est dite indécomposable si l’ensem- 
ble N n’a pas de sous-ensembles isolés à part WV et l’ensemble vide. 


Autrement dit, la matrice À est indécomposable si aucune per- 
mutation simultanée de ses lignes et de ses colonnes ne la ramène 
à la forme (4.15). 

La notion de matrice indécomposable a une interprétation écono- 
mique intéressante. S'agissant du modèle de Leontief, cette proprié- 
té de À signifie que chaque industrie consomme, ne serait-ce qu'in- 
directement, les biens produits par toutes les autres industries. 
L'’énoncé rigoureux de ce fait constitue le contenu de l'exercice 8. 


LEMME 4.5. Soit À une matrice indécomposable, x € R', z> 0, 
z 3 0. On suppose en outre que le vecteur x a des coordonnées nulles et 
S = {j|x; = 0}. Le vecteur y — Az a une coordonnée y, > 0,eties. 


DEMONSTRATION. On introduit la notation T = {i]|y; > 0}. 
Il faut montrer que S f\ T = @. On procède par l’absurde et on fait 
l'hypothèse S N T = @, auquel cas S = NT. On montre que 
NS est un sous-ensemble isolé. Soit jENXS,iES. OnaiEe 
ES « NT, d’où y; = 0, si bien que 


n 
0=n=x dijli =. D dijT je 
=i JENXS 


Comme zx, > 0 pour j € NS, l'égalité précédente (et la condition 
a;; > 0) donnent a;; = 0 pour j ENXS,iES. La matrice À étant 
indécomposable par hypothèse, l’ensemble W ne contient pas de par- 
ties isolées. Cette contradiction démontre le lemme. 


ConsEQUENCE. Si la matrice À est indécomposable, 2>0,z#0, 
alors l'inégalité Az < ax implique a > 0, z > 0. 


En effet, &« > 0 car Az > 0, Az = 0. Si l’on admet que l’ensem- 
ble S — {j | x; — 0} n’est pas vide, on trouve par le lemmeunjes 
tel que (Az); > 0. Alors (Az); << ax; ne peut avoir lieu vu que 
Tj —= V. 


TiITEORÈME DE FROBENIUS-PERRON. Une matrice indécomposable À 
possède une valeur propre À 4 >> 0, et chaque valeur propre À (réelle ou 
complexe) de À est de module au plus égal à à 4. 
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Il correspond à À, un vecteur propre x, unique (à un facteur scalaire 
près) qui a toutes ses coordonnées non nulles et de même signe (i.e. on 
estime que za >> O). 


DEMONSTRATION. On introduit la notation e = (1, 1,...,1) € R”. 

Soit le problème de programmation linéaire 
min u 
(A — Al)z — ueLO0, (z,e)=1, z>0. 

Ici le vecteur variables s’écrit (x, u) = (21, Z:, . . ., Zn, u). Le nom- 
bre À est fixé et <onstitue un paramètre. 

L'ensemble X des vecteurs z € R", z> 0, (x, e) = 1, est borné. 

Il en est donc de même de l’ensemble de tous les vecteurs (4 —A7)zx 
pour tout À fixé et pour x € X. Soit X — {y ly= (A —àAD x, 
z E X}. Le nombre u du problème (4.16) est défini par 


(4.16) 


u = min max y}. 


= 1SIi<n 
ex 7 


L'ensemble X étant borné et fermé, u est fini. Cela montre que le 
problème proposé a pour solution (x (4), x (À)) quel que soit le para- 
mètre À 

Les résultats généraux sur les problèmes paramétriques (voir 
ch. VIII) entraînent la continuité de la fonction uw (À). D'ailleurs, on 


n 
le vérifie de façon immédiate. En effet, la fonction D, (ar; — 
J=1 
— Àx;) est continue en Z3, Ze, . - +, Tn, À, auquel cas o (x, À) = 
n 
= max D, (azy — Ati) est continue elle aussi. On montre que si 
1 


1<iSn 2= 


X est un compact, la fonction u (À) = min œ(zx, À) est continue 
xEX 
avec toute p (zx, À). En effet, soit 


limar=An p(z*, À:)=minp(z, À), 
R—00 xEX 
a € X, k == 4, 2, e ee 


X est compact si bien qu'il y a convergence de la suite {z*}. 
Soit Jim z* — 2°. On passe à la limite dans  (z", A4) < @ (x, À), 


k— co 


et la continuité de q fait que p (x°, À) < ® (x, À) pour tout z € X. 
Or, cela veut dire que uw (À,) = œ (x°, À), i.e. 


Lim u (A4) = lim @(2*, A) = @ (29, A) = u (Au). 


Ainsi, on a établi la propriété de continuité de la fonction u (À) 
des valeurs du problème (4.16). 


8—0870 
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Evidemment, (x, À) — o pour À— + co, et q (x, À) + oo 
quand À—> — oo pour chaque x € X fixé. Vu la borne de X, il en est 
de même de w (À). Ainsi, 

1) u (À) est continue, 

2) u (À)—> — oo quand À + + co, 

3) u (À) — + © quand À —> — co. 

Il découle des propriétés 1) à 3) qu il existe un nombre À, tel 
que u (À4) = 0. On désigne par x, le vecteur solution de (4.16) 
pour À = À,. On a 


ATA< hAtAs TAZU, (T4, €) = 1. (4.17) 
Le dual de (4.16) est de la forme 
max v 

(A —A)'p+vex0, (p,e)=1, p>0. (4-18) 

Aux termes du théorème de dualité, la valeur de (4.18) est 0 


pour À = À. 

On désigne par p, le vecteur solution de (4.18) pour À = NA 
auquel cas A’ PAZ hAPa: On applique à (4.17) la conséquence du 
lemme 4.5, il vient À, > 0, x, > 0. La dernière inégalité stricte 
implique par le théorème d’ équilibre A'Pa = ÀaPa- La même con- 
séquence donne p 4 >> 0. Avec le théorème d'équilibre, Az4 = À 471. 
(La propriété de À” d’être indécomposable avec À est pour nous une 
évidence; voir exer. 4.) 

On démontre maintenant que le vecteur propre zx, associé à À, 
est unique à un facteur scalaire près. 

Soit za un vecteur tel que Azi = À.,zA et le couple z,, xA soit 
linéairement indépendant. On trouve des nombres &, B tels que le 


vecteur z = at + BPrA ait au moins une coordonnée nulle et z 5 0. 
Le vecteur z est un vecteur propre parce que Az = aÂr A + BAz4A = 
= À, (ars + Br) = huz. On tire de Az = À4Z 

Alzl>Alzl (4.19) 
où [z|=(I|zl, ItZel, --., [th |). On obtient (4.19) si l'on se 
rappelle que le module de la somme de deux nombres est au plus 
égal à la somme de leurs modules: comme (Az), L Rai on a 
[ (Az); | = À4 Iz fs donc, 


n n 
Aa = TD ar D, eus 1551 = (4 (eee 


On admet que (4.19) devient une inégalité stricte ne fût-ce que pour 
une seule coordonnée. Si l’on multiplie (4.19) scalairement par le 
vecteur p, positif, on a dans ce cas 


(4 |z |, PA) > ka (1z |, PA). 
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On note que (A [x |, pa) = zx | A'Pa) = Àa (1x |, PA), Si 
bien que À,(Iz|, Pa) Aatilz |, Pa): inégalité contradictoire. 
Donc, À |z EST |z |. On a |z | > 0 par la conséquence du lem- 


me 4.5, ce qui contredit la définition du vecteur x. Ainsi z, est bien 
l'unique vecteur propre associé à À .. 

Soit À une valeur propre quelconque (réelle ou complexe) de 
la matrice À et z un vecteur propre correspondant. Il découle 
de Az — Àz 


Alz|>IAI 2], (4.20) 


où [z]=(1Z |, 12 |, ..., |Z |). On multiplie scalairement par 
pA > 0, il vient 


(4 12Z21, pa)> IA (z{, pa), 


d'où A4(1z |, pa)> À | (12 |, pa), ie. À, 2> | À | (compte tenu de 
(1z |, pa) > 0). Le théorème est démontré. 


On établit sans peine un analogue du théorème de Frobenius- 
Perron pour une matrice non négative arbitraire (non nécessairement 
indécomposable). 


TuaesorsmEe 4.7. Une matrice non négative À possède une valeur 
propre non négative },> 0, et ÀA4> | À | pour toute valeur propre À 
de A. En outre, il correspond à la valeur propre À, un vecteur propre 
non négatif za > 0. 


La démonstration est menée par récurrence sur l’ordre de la ma- 
trice À. Si n = 1, le résultat est trivial. Soit nr >> 1. Si À est indé- 
composable, alors les affirmations voulues découlent du théorème 
de Frobenius-Perron. Si À est de la forme (4.15), alors À, et A: 
sont d’ordre inférieur à », si bien qu’on leur applique l’hypothèse de 
récurrence. Soit À 1,, À x, des valeurs propres de Frobenius des matri- 
ces À, et À, respectivement et soit x 1,€ R'etx,.,€ R'-* des vecteurs 
propres associés. On suppose que À,,> À4.. On pose A4 = À1,, 
za = (TA, 0), où O désigne le vecteur nul de dimension r — #. Le 
lecteur est prié d’achever la démonstration. 

Aux vecteurs propres z1, pA des matrices À et À” respectivement 
et à la valeur propre À, (qui existent d’après les théorèmes de ce 


paragraphe), nous donnons le nom de vecteurs et valeurs propres de 
Frobenius. 


$ 4. Effet de substitution dans le modèle 
généralisé de Leontief 


On reprend le modèle généralisé de Leontief décrit au n° 6, $ 2, 
ch. premier. On rappelle que la technologie du modèle est définie 


par deux matrices Aet{àn lignes et m colonnes, nr étant la quantité 
ge 
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de biens et m le nombre d'industries (activités) qui les produisent. 
On groupe les industries de sorte que le groupe # contient toutes les 
industries produisant le bien k, 4 — 1,2,...,n. Formalisons ce que 


nous venons de dire. Soit M = {1,2,...,m}, M = Ù M, M, /fN 
N M, = © pour k =Æ k. 

Le fait j € M, signifie que l’activité j produit le bien k. 

La colonne a — (a, @sy, . . ., any) de la matrice À définit la 


quantité de chaque ressource i — 1, 2, ..., nr nécessaire à la pro- 
duction d’une unité du bien de l’activité j, et la colonne e& — 


= (0,0,...,0,4,0,..., 0) de Î, avec 1 occupant la place de la co- 
ordonnée j, décrit les outputs de l’activité j. 

On allège l’exposé en introduisant certaines notations. Soit oO — 
= ja, Jose + +1 În}s OÙ Jr E Mn k = 1,2,..., n, une partie de l’en- 
semble des indices M qui correspond à une activité choisie dans 
chaque M. 

On désigne par A, la matrice formée de toutes les colonnes de À 
indicées par les éléments de o. On opère de même pour Î se Les matri- 
ces A, et I e Sont carrées à n lignes et r colonnes. La matrice Î a est 
une matrice unité, si bien que À, définit le modèle usuel de Leontief. 


Nous dirons que À, constitue un sous-modèle du modèle généralisé de 
Leontief. 


Le modèle généralisé de Leontief (A, I ) est dit productif s’il existe 
pour tout vecteur non négatif c € R® une solution non négative 
z E RT du système 1z — Âz> c, z> 0. Autrement dit, (À, 1) est 
productif si toute demande finale de ce modèle est satisfaite. 

On convient des notations suivantes. Quel que soit z € R?, z, 
désigne le vecteur z, = (z,,, Zy,, . . ., Zn) E RF; À = Î — À. On 
formule le problème (voir (1.12)) consistant à satisfaire la demande 
finale pour la consommation de travail minimale: 

min (Î, x) 
= (4.21) 
Az >xe, z>0, 
OÙ l = (lu, los o + +, Im),  Aésignant le travail absorbé par l'activité à 
au niveau i. 
THÉOREME DE SUBSTITUTION (SAMUELSOX). ZI existe un sous-modèle 


À, du modèle généralisé de Leontief (À, Î ) tel qu’on trouve, parmi les so- 
lutions du problème (4.21), pour une demande finale c > 0 quelconque, 


un vecteur z ayant la propriété suivante: 2, = 0 si i é cetr >0 
pour iE€o. 
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La démonstration découle de plusieurs lemmes de la théorie de la 
programmation linéaire. 

Soit le dual de (4.21): 

max (C, y) 
A'y< 1 y2 0. 

Si l’on considère les variables duales y comme prix des biens en 
posant le salaire d’un ouvrier égal à 1, alors le problème (4.22) est 
de maximiser le coût des biens produits (production nette) à condi- 
tion que l’économie ne procure pas de profit. 

Le primal (4.21) et le dual (4.22) ont chacun un sens. En effet, 
cela découle dans le premier cas de l’hypothèse de modèle généralisé 
productif, tandis qu’on indique de suite un vecteur réalisable sous 
forme explicite du problème (4.22): y = 0. 

Par le théorème de dualité, les deux problèmes possèdent une so- 
lution. Soient x, y des solutions respectives. 

Une solution x du problème (4.21) est dite de base si le vecteur z 
a au plus nr coordonnées positives. 


LEMNF 4.6. Le problème (4.21) admet une solution de base. 

Ce résultat coïncide avec le lemme 2.1. 

Lemme 4.7. La solution de base x du problème (4.21) jouit de la 
propriété suivante: il existe un ensemble d'indices ô = {ij, ie, . . .,in} 
in E ML, k=1,2,...,n, tel que 2 > 0, ie, etz = 0, ié ©. 

DE£EMoNSTRATIOX. L'’affirmation découle de la définition d’une 
solution de base et de la structure de la matrice A. En effet, Îz — 
—Arz > c > 0 car À = Î — À. Vu que 

(xs = > 7 >0, 
iéM, 
il existe pour tout À — 1, 2,...,n, un indice àë,, ix € M,, tel que 


(4.22) 


Z, >> 0. Comme une solution de base contient au plus 7 composantes 
4 
positives, on conclut que zx; = 0 si i & & = {i, io, - . ., in}. 


LEMME 4.8. Soit c' > O un vecteur demande finale quelconque. On 
prend le problème (4.21), où c = c’. Il y a parmi les solutions du proble- 


me un vecteur x’ de structure analogue à celle de la solution de base z, 
i.e. Zi > 0,iEo, et x; = 0, i é ©, © étant l'ensemble d'indices du 
lemme 4.1. 


DEMoxsSTRATIOxX. Soit le modèle de Leontief correspondant aux 
lignes de À indicées par les éléments de ©. Soit À, la matrice carrée 
d’ordre nr associée. On trouve un vecteur x, tel que ÀA,z, = c > 0. 
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Le modèle À « est donc productif. Aussi il existe un vecteur x, > 0 


pour lequel À,z; = c’. On pose x! = (xs), si io et x! = 0 si 
i é © et on construit le vecteur z' de dimension m. Manifestement, 


z'> 0, Az’ = c’. Le vecteur z’ est donc réalisable pour notre problè- 
me. On montre son optimalité. 


Prenons le vecteur y solution de (4.22). Il est réalisable même si 


l’on fait la substitution c = c’. Vu que z et y sont optimaux pour les 
problèmes correspondants, on a par le théorème d’équilibre 


Y>0— (A2) = 04, 2>0— (4'ÿh = 


Considérons le couple (z’, ÿ). Ces vecteurs sont pour c = c’ des 
vecteurs réalisables respectifs de (4.21) et (4.22). D'autre part, Az’ = 


— c’ et les vecteurs x” et x ont les mêmes coordonnées nulles, si bien 
qu’on a des implications analogues: 


y>0=(4rh=c,, n>0=(4'yh = 
On utilise de nouveau le théorème d'équilibre, il vient que zx’ est 
solution du problème. 

Les lemmes 4.6 à 4.8 entraînent de suite le théorème desubstitution. 

S’il lui faut économiser la main-d'œuvre, une industrie peut cons- 
tamment utiliser une même activité pour produire tout vecteur 
demande finale. 

Une question se pose : qu'est-ce qui caractérise la liste des activi- 
tés associée à l’ensemble © du théorème de Samuelson ? 

Pour répondre à cette question, on introduit la notion de vecteur 
des inputs totaux de travail. Soit À, un modèle de Leontief. S’il est 
productif, on montre la non- “dégénérescence de la matrice 1 — À,, 
et la solution de l’équation (1 — À ,)xz, = cs’écritz, = (1 —A,)"tc. 
Les inputs de travail sont donnés par le nombre 


(los To) = (os Ü — Ac) ce) = (1 — Ac) los Ch, 


où! À, est, on le rappelle, la transposée de 4,, et on donne le nom : 
vecteur des inputs totaux de travail du modèle au vecteur L 
=({ — A;)-1,. 

Soit de ensemble d'indices arbitraire o! = {il}, ü, ..., in}, 
ëà E Mn, k=1, 1, ..., nr. Alors 0! définit le modèle de Leontief 


Aïe A et le vecteur des inputs directs de travail 1 qui 
lui correspond. Si le sous-modèle An est productif, on désigne par 
= (1 — Ah)! le vecteur de ses besoins totaux de travail. 


THEOREME 4.8. 
PS or: 
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DEMONSTRATION. On prend les problèmes suivants: 
min (los To) 
To — Ato> C, ZzoZ>0; 
Re (4.24) 
Zi — Antau>C, tan > (. 
Le dual de (4.23) s'écrit 


(4.23) 


max (C, y) 
(T— A) y< la y2> 0. 


Il est déjà connu que x, >> 0 du moment que c >> 0. I] en découle 
par le théorème d'équilibre que si y, est une solution de (4.25), alors 


LT —Aiys = ln ie. = (1 — À)", = y. S'agissant du dual 
de (4.24), on a de même 
2 = (7 = A)7!loi — 91. 

D'autre part, le théorème de dualité fait que (ec, ya) = (la, Zah 
(c, Yo) = (los To), AVEC ts. Ta solutions de (4.23) et (4.24) respec- 
tivement. 

Comme (xs, lo) (Tais La) pour tout vecteur demande finale 
c> 0, on a (ce, yo) (c, Yn) ou (c, 15)L (c, 11). Etant donné 
l'arbitraire laissé sur le vecteur c >> 0, on conclut que 5 < 151. 


(4.25) 


Ainsi, le sous-modele À, est caractérisé comme suit : le vecteur 
de ses inputs totaux de travail est en chaque coordonnée au plus 
égal à son homologue de tout autre sous-modèle productif. 


$ 5. Théorème du turnpike 
pour le modèle dynamique de planification 


Voyons le modèle dynamique du type Leontief décrit au $ 2, 
ch. premier. Son énoncé mathématique est (voir (1.10)) 


max ç(c, 2T) 
Aria, Aria, t=1,92,...,, T —1, 
z'>0, t—=14,2,... T. 


La difficulté majeure est en l’occurrence la très grande taille du 
problème. La description de l’économie de la société peut être si 
circonstanciée que le bilan des échanges intersectoriels contient jus- 
qu’à plusieurs centaines de branches. Si la planification est dans ce 
cas étendue sur plusieurs années et que le temps soit mesuré, disons, 
en mois ou en trimestre, la dimension du programme linéaire (4.26) 
exclut sa résolution exacte même sur les machines électroniques les 
plus modernes. Les résultats qualitatifs sur le compotement des tra- 
jectoires dynamiques optimales sont donc du plus haut intérêt. 


(4.26) 
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Nous nous proposons d’exposer un résultat parmi les plus importants 
en la matière et nous utiliserons à cet effet les propriétés établies ($ 3) 
des matrices non négatives et une autre propriété capitale des matrices 
non négatives carrées que nous ne démontrerons cependant pas de 
manière exhaustive car cela nous entraïnerait loin de la program- 
mation linéaire. 

Admettons que la matrice technologique À du modèle de Leontief 
a la structure suivante: les n industries forment m groupes T;,, 
l,,..., Th: le groupe l', ne met en œuvre que les biens produits 
par les industries de l',, les ressources de l', proviennent uniquement 
de l,, et ainsi de suite. Quant à F,,_,, il consomme seulement les 
outputs de l',. Si l’on admet que le groupe l', contient les industries 
1,2,...,k1, le groupe TV, les éléments k, + 1, k, + 2,...,/k, etc., 
alors la matrice À s'écrit 


0 0 0 0 4,4) 
4,0 0 0 0 

A=|9 40 0 0 |, (4.27) 
0 0 4... 0 oO 


DeériNtrioN 4.13. Une matrice indécomposable 4 > 0 est dite 
imprimitive si l’on partage l’ensemble N = {1, 2, ..., nr} en m 
parties disjointes l;, F1, ..., l'm1 de telle sorte que si a;; > 0, 
iE F,, alors on ait nécessairement j ET ,.,etj ET, pourr< m —2 
et r — m — À respectivement. 


Un renumérotage évident des industries (qui correspond à une 
permutation simultanée des lignes et des colonnes) ramène une ma- 
trice imprimitive à la forme (4.27). 

Les matrices indécomposables restantes sont dites primitives. 
Toute matrice À décrivant des relations inter-industrielles réelles est 
manifestement primitive. 

Dans ce paragraphe, on utilise les notations suivantes: 

zA — vecteur de Frobenius de la matrice À, 

pA — vecteur de Frobenius de la matrice À’, 

À A — valeur de Frobenius de À et À’, 
si bien que Az = À4T4, A'Pa = À APA- 

On a pour les matrices primitives un résultat remarquable connu 
sous le nom de 


THÉOREME ERGODIQUE. Soit À une matrice primitive, x un vecteur 
non négatif n-dimensionnel quelconque. On a 


no à Pig Du ne 
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LS 


où | 
Lee T, PA) 
= (ZA) PA) ° 
Pour la démonstration, voir [26]. Le nom du théorème provient de la 
théorie des probabilités. Son idée de base est que la suite (= À) z- 


À A 
t = 1,2,..., converge pourx € R' quelconque. 


Fig. 4.1. 


Derrniriox 4.14. Soitz € Rr et e > O0 un nombre quelconque. On 
appelle e-voisinage conique du vecteur x l’ensemble 


Ce) ={TITER", H>0:NAr—7|<e) 
(voir fig. 4.1). 
On énonce le théorème ergodique en termes de e-voisinage conique: 


TasoremEe 4.9. Soit À une matrice primitive et x un vecteur non 
négatif arbitraire. Il existe pour tout e >> 0 un entier naturel T (e, x) 
tel que le vecteur xt — A'x appartienne pour t > T (e, x) au e-voi- 
sinage conique C4, (zA) du vecteur de Frobenius x \. 


Voici le résultat fondamental relatif aux propriétés des solutions 
optimales du problème (4.26). 


THEOREME DU TURNPIKE. On suppose que la matrice À est primitive, 
la ressource initiale 2° est positive, c> 0, c Æ 0. Il existe pour tout 
e >> 0 des nombres T, (e), T, (e) tels que si l'intervalle de planification 
T est suffisamment grand, notamment T > T,(e) + T,(e), alors 


on ait rt € Ce (zA), quel que soit t, T, (8e) Lt T — T,(e), pour 
toute trajectoire optimale {x'} du problème (4.26). 

Voyons quelle est la signification de ce résultat. Le théorème du 
turnpike dit que si l’intervalle de planification est suffisamment 


grand, alors toutes les trajectoires optimales du problème (4.26) 
jouissent de la propriété suivante : durant toutes les périodes numéro- 
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tées par t, T,(e) Zi T — T,(e), la direction du vecteur des 


activités r' diffère peu de la direction de z A- On note que le nombre 
de ces « bonnes» périodes augmente avec l’intervalle de planifica- 
tion T'car T, (e)et T.(e) sont indépendants de T. Il s’ensuit que même 


si l’on n’a pas réussi à calculer la trajectoire optimale {rt}, on ne 
s’éloigne pas trop du programme optimal à condition de choisir les 
vecteurs z' de façon que la quantité 

2 
| Hat za | 


‘Soit la plus petite possible. Ce choix ne dépend pas du vecteur des 
ressources initiales x° et de la fonctionnelle économique (c, x). 
L'effet en question est découvert par Dorfman, Samuelson et So- 
low [22]. En termes imagés, les déductions du théorème sont formu- 
lées comme suit par ces auteurs. 

« C'est exactement comme une autoroute [turnpike en anglais.— 
N.d.T.] avec, parallèlement, un réseau de petites routes. C’est le 
trajet le plus rapide entre deux points; si le départ et l’arrivée sont 
proches mais éloignés de l’autoroute, le meilleur chemin peut ne 
pas utiliser l’autoroute. Mais si l’origine et la destination sont suffi- 
samment éloignées, il sera toujours avantageux de prendre l’autoroute 
et de parcourir la distance dans les meilleures conditions de transport, 
même si cela conduit à faire un peu plus de chemin à chaque extré- 
mité du parcours.» 

Passons à la démonstration du théorème du turnpike. On cons- 
truit le dual de (4.26). 

Le vecteur des variables de (4.26) étant de dimension r X T 
s'écrit x = (x!, z°, ...,zT ), où chaque z' est un vecteur #7-dimen- 
sionnel. Le vecteur second membre des contraintes est b = (x°, 
0, ..., O0), et le vecteur des coefficients de l'objectif est c* = (0, 
0, ..., c); ici O désigne le vecteur nul de dimension n. Matricielle- 
ment, le problème (4.26) s'écrit 

max (c*, x) 


Rz<b, z>0, 


OÙ 
A 0 0... 00 
—1 A0 0 0 
R 0 —I A... O0 0 
0 0 0... À 0 
0 O0 0 ... —I À) 


Ici 0 est une matrice nulle à » lignes et nr colonnes et Z une matri- 
<e unité de même dimension. 
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Soit p = (p!, p°, ..., pT) le vecteur des variables duales. Le 
problème dual s'écrit 


min (b, p) 
R'pzc*, p2>0, 
ou 
min (z°, p') 
A'pt — p“1>0,t—1,..., T —1, A’npT > 0, 
P P > P = (4.28) 
p>0;, 1=1,2,.:;37T. 
La résolution des problèmes (4.26) et (4.28) aura recours à plu- 
sieurs lemmes. L 
LEMME; 4.9. Le e-voisinage conique du vecteur x est un cône convexe. 


DemoxstRarTIoN. Il suffit de vérifier que Az! €C, (x) (À > 0 ) quel- 
conque) et z! +2? € C, (x) quels que soient z!, z? de C, (x). La 
première affirmation est évidente. Etant donné la dernière apparte- 
nance, il existe des nombres À > 0, u >> 0 tels que [| Az! — z|| <e, 


J[uxz? —z{[|<<e. On montre que || y(z! +2?) — r || Le, où y = 
= Àu/(À + u). En effet, 


nee are rentree 
=]; Fi Tu (xt) + (ua? — 2) |< 


Hs 1_ À 2. 
<a + le — TI <e. 
Le lemme ci-dessous affine l’affirmation du théorème 4.9. 


LEmME, 4.10. Soit À une matrice primitive. On trouve pour tout 
e > 0 un entier naturel T, (e) tel que le vecteur x‘ — A‘x appartienne 
pour tout zERrett>=>T,(e) au e-voisinage conique Ce (zA). 


D'ÉMONSTRATION. À la différence du théorème 4.9, le numéro 
T; (e) ne dépend pas du vecteur z. Soit e!, e*, . . ., e” les vecteurs de 
base de Rr. On associe à tout ei un nombre T (e, ei) tel que Atei € 
E Ce (za) pour > T (e, eï) (th. 4.9). Soit 
T,(e)= max T (e, e'). 
1<Li<n 


— à 
na = z; A! ei puisque z — à ziei. Comme z,> 0, 


© 


1— 1,2; pi . et C, (ZA) est un cône convexe par le lemme 4.9, 
Atz € C, A) pour t= T, (e). 


LEeumE 4.11. Si À est une matrice primitive, il existe un numéro 
T, tel que Az > 0 pourt > Toetchaquez >0,zx=# 0. 
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D EMONSTRATION. La matrice À étant indécomposable, on a zx, > 
> 0. On prend €, > O suffisamment petit pour que le &,-voisinage 
conique du vecteur x, ne contienne que des vecteurs positifs (à part 
0). Selon le lemme précédent, on trouve T7, = T;(e,) tel que 
Atz € Cu (za) pour t> To, ie. Az > 0. 


LEMME 4.12. 11 existe un nombre T, tel que toute solution {p'} 
du problème (4.28) vérifie les égalités 


At = pt" (4.29) 
quel que soitt, 1<1<T—T,. 
DEMONSTRATION. On montre que le vecteur zT de la solution 


{xt} de (4.26) n’est pas nul. En effet, si zT = 0, alors le maximum 
de la fonction économique (ce, zT ) est O lui aussi. Or, on indique 
de suite un programme du problème (4.26) tel que la valeur de l’ob- 
jectif soit supérieure à 0. On pose zt — aAT-tr,,t = 1,2,...,T.On 
constate sans peine qu'avec ce programme, toutes les contraintes de 
(4.26) à partir de la deuxième deviennent égalités. Si l’on choisit 
a >> O suffisamment petit, le fait x°=>0 donne a tz,< 2°, 


et (, 27) = @ (c, za) > 0. Ainsi, 27 -# 0. On remarque que les 
contraintes du problème entraînent > AT-tzT. Avec le lem- 
me 4.14, on obtient zt> ATiT > 0 si T—1t> Ts, i.e. si 
t< T — T,. On applique la théorie de la dualité, il vient que tou- 
tes les contraintes associées du dual deviennent égalités par substi- 
tution de la solution. 

LENME 4.13. On trouve un nombre T, tel que toute solution {zx'} 
du problème (4.26) satisfasse pour chaque t, T,< t< T — T, à l'é- 
galité 

Az = vi. (4.30) 

DEMOXSTRATION. On déduit de (4.29) pt — (4')t-1pt, t = 1, 
2, ..., T—T,. On note que p! Æ 0 car (4.29) implique de plus 
(A'Y p'> c#0. Si l’on applique le lemme 4.11 à la matrice À”, on 
trouve donc un nombre T° tel que p‘ — (4'})‘-tp! > 0 pour t — 
—1> T4. Il reste à poser 7, = 1 + T, et à recourir à la théorie de 
la dualité. 

L'égalité (4.30) entraîne 2T-Tot — A‘xT-To, si bien qu’on à 
l'affirmation du théorème du turnpike en appliquant le lemme 
4.10 à la suite {2}, TSI<T— TS. 

Avec le lemme 4.10, il y a existence d’un nombre 7 (e) tel que 


2T-Tot EC, (zA) pour {> T (e). Cela veut dire que tout vecteur 
z', où 1> TT, et IS T—T, —T(e), est élément de C, (z\). 
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Si l’on introduit la notation 7, + T (e) = T, (e), on obtient l’affir- 
mation du théorème du turnpike. On a de plus que 7, est indépendant 
de €, mais ce résultat est sans importance. 


$ 6. Principe du maximum pour les problèmes 
linéaires de commande optimale à temps discret 


On appelle problème linéaire de commande optimale à temps discret 
un problème dynamique de la forme (voir ch. premier) 


T T 
max [çeT+t, aT+i) ES (ct, xt) D (Et, ut)l 
t=1 t=0 


Tr = Aix! en Bu! , (4.31) 
Du! < dt, l = 0, 1 2: 9 FL: (4.32) 
m7 


avec 
A, une nr X n-matrice; 
B, une nr X m-matrice; 
D, une ! X m-matrice; 


x‘, c', x des vecteurs de R'; 


bt, ut des vecteurs de Rr; 
dt un vecteur de R!. 


On demande de définir les commandes successives u!, t = 0, 1, 
2,..., T, vérifiant les contraintes (4.32) de sorte que cette suite et 


la suite associée z' donnée par la formule (4.31) pour la valeur ini- 


tiale z° — x rendent maximum Îa fonction économique. 

S'agissant des phénomènes à temps continu, des problèmes analo- 
gues relèvent de la théorie de la commande optimale. Le résultat 
fondamental de cette théorie est le principe du maximum de Pon- 
tryagin qui fournit une méthode efficace pour étudier les trajectoires 
optimales du mouvement. 

Le problème (4.31), (4.32) est linéaire, si bien qu’on établit fa- 
cilement un analogue parfait du principe du maximum. 

L’analogie sera plus intuitive si l’on énonce, à l’intention des 
lecteurs au fait des éléments de la théorie des équations différentiel- 
les, le principe de Pontryagin (dans la suite, ce résultat ne sera pas 
utilisé). 

SOit TZ = (Zi, Los + - -, Zn) Un vecteur qui décrit la position de 
l’objet commandé dans l’espace R?. 

Le mouvement de l’objet est la variation de ses coordonnées en 
fonction du temps et des quantités W, Us, . . ., Um appelées comman- 
des, u = (WU, Us, . . ., Um). La commande x varie elle aussi dans le 
temps encore que cette variation ne dépende dans un sens que de 
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l'organe de commande. Soit donné un ensemble fermé U & R". 
Une commande  (t) est dite admissible si le vecteur uw (t) appartient 
à chaque temps t à U et la fonction u (t) est continue par morceaux. 

On suppose connus l’état initial z° = (x, z°, . . ., x) de l’objet 
commandé et la loi de mouvement représentée par un système d’équa- 


tions différentielles ordinaires du premier ordre: z; = f; (x, u, t), 
i = 1,2,..., n, avec f; supposées continues par rapport à l’en- 
semble des variables et continüment dérivables en zx; et t. 
Si l’on choisit une commande admissible u (t), le système donné 
et la condition initiale x (0) — x° définissent de façon unique la 
T 


trajectoire x (t). Prenons la fonctionnelle { Îo (&, u, t) dt, f, étant une 
U 

fonction intégrable. 

Le problème est de trouver parmi les commandes admissibles 
u (t) celle qui, associée à la trajectoire zx (£), rend maximum pour 
T >> 0 fixé la fonctionnelle donnée. 

On introduit les nouvelles variables duales 4, (£), 1% (£), 2 (t),... 
.... Ÿn (t) et on construit la fonction de Hamilton 


Hp, zu, t)= 2 vifi(e, u, à). 


On considère le système adjoint 
É  — 0H _ 
Ÿo = 0, LR i=1, 2, ...,n. 


Soit u* (t) une commande optimale et z* (t) la trajectoire associée. 


THÉOREME (PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN). 11 existe une 
solution 4% (1) = (Yo (t), V7 (), . ..,  (t)) au système adjoint 
d'équations telle que 

Hp, 2°, uf, t)= max A(4"*, 2, u,t) 
ueEU 
pour chaque t, 0 t< T,et le vecteur Ÿ* (t) n'est nul en aucun point 
du segment [O, 

Maintenant on aborde de près le problème proposé (4.31), (4.32). 
On désigne par U; l’ensemble des vecteurs ut défini par (4.32), 
soit p‘ les variables duales correspondant à la condition (4.31) pour 
t—0,1,2,..., T. La dimension de p‘ est n. L’analogue de la 
fonction de Hamilton s'écrit pour notre problème 

Hi ',z', ul) = «ct, xt) + (bt, ut) + (pt, Ayxt + Biu'). 

On prend comme système adjoint 


ti — 0e t=—T, T —1, .….. 1, 
ou GEL 


pti=c + Aîpt, t=T, T—1,...,1, pT=0. (4.33) 
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On note que tous les termes de la fonction de Hamilton ne dépen- 
dent pas de u', si bien qu'on introduit une fonction plus simple, 
à savoir 

Hi (ut, pt) = (b', u*) + {p', B: ut). 

Tu£oreME 4.10 (PRINCIPE DU MAXIMUM). Pour que la commande ut 

du problème (4.31), (4.32) soit optimale, il faut et il suffit que 


H, (ut, pt) = max H,(u, p'), (4.34) 
uEU;, 


p' étant défini par les formules (4.33). 


DEeMoxsTRATION. Le problème proposé est un programme linéaire. 
On construit son dual. Pour cela, on détaille la matrice des contrain- 
tes du primal. Le vecteur des variables du problème original est. 
z={(u,zl,ul,zx°,...,uT, zT#1), et sa dimension est donc (T +1)x 
X(r + m). 


La matrice des contraintes est 


y—B 1 0 0  00...0 0 O0 
D 0 0 0  00...0 0 O0 
0 —A4, —B I  00...0 0 O0 
3_| 9 0 D 0 00.0 0 00 
0 O0 O0 —4, —B, 1...0 0 00! 


0 0 (9 (ù 0 0... 0 O0 Dr 0’ 


et le vecteur second membre des contraintes s'écrit b — (4,z°, 0, 
0 0 


On suppose que le vecteur pt = (pt,.. Pa) des variables dua- 
les correspond à la contrainte (4. 34), t— 0! sd ses T4 et 10 
vecteur gt = (g!, gi) à (4.32), t = 0, 1, 2, 

Le problème dual de (4.31), (4.32) prend la forme: 

min (p°, Aot°) 


tHDia=b, 1t—=0,1,2,...,T, (4.35) 
pti Aipt =ct, 1t—=1,2,...,7T, 
p=0, g>0, 1t=0,1,2,...,7T. (4.36) 


Chose à remarquer, le dual est construit conformément aux règles 
énoncées dans le chapitre III: les variables du primal ne sont pas 
assujetties à la condition de non-négativité, si bien que toutes les 
contraintes du dual sont du type égalité ; la condition de non-néga- 
tivité imposée aux variables q° tient à ce que les contraintes asso- 
ciées (4.32) sont des inégalités. 
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Soit p',t—=T,T—1,...,1, 0, une suite définie à partir de 
(4.36) pour pT —= 0. Dans ce cas, 


H, (u, p') = (t+ Bip', u) = (Dig!, u). (4.37) 


On vient d'utiliser (4.35). Soit u un vecteur quelconque de U,, 
ie. Du dt. On a (g', Diu) < (dt, gt) parce que g' > 0. Vu 
que (D;gt, u) = (q', D, u), on déduit de (4.37) 


Hi, (u, p< (, g') (4.38) 
quel que soit u € U.. 

Aux termes du théorème de dualité pour le problème général de 
programmation linéaire, le vecteur réalisable z* = (u°, z!, ul, . .. 
..., UT, zx T#) est optimal pour (4.34), (4.32) si et seulement si 

(Diu!, qt) = (d', g'}, L = 0, 1, 9 T, 


pour tout vecteur g‘ intervenant dans la solution du problème (4.31), 
(4.32). 
On identifie avec (4.37), il vient 


H,(u', p'}=max H,(u, p'), 
uEU; 
i.e. le résultat cherché. 


Voici l’une des applications du principe du maximum. Suppo- 
sons qu’on se pose souvent le problème (4.31), (4.32) avec divers 


états initiaux zx, vecteurs b‘, d' et matrices B,, D, , i.e. tous les 
paramètres liés à u‘ varient. Il suffit de calculer une fois p' par les 
formules (4.33) pour ensuite résoudre à chaque pas t le problème 
d'optimisation (4.34) avec le vecteur variables u de dimension m, ce 
qui est sensiblement plus facile que d’avoir affaire au problème ini- 
tial, où le vecteur x est (T + 1) (7 + m)-dimensionnel. 


Exercices 


1. Démontrer qu'une nr X n-matrice À — (a;;) d'éléments a;; = i —j 
possède un point selle en stratégies pures. | 

2. Montrer que l’ensemble des stratégies optimales d'un jeu matriciel cons- 
titue un polyèdre convexe. ! 

3. Soit À une matrice dont les colonnes sont formées de vecteurs non néga- 
tifs = 0. Montrer que la valeur du jeu de matrice À est positive. : 

4. Une matrice À est décomposable si et seulement s’il en est de 4”. Démon- 
trer. 

5. Démontrer que si À4 = 0, alors À est décomposable. | 
; 6. Soit À une matrice indécomposable. Vérifier si cette propriété est celle 

e A. 

7. Etablir les propriétés suivantes des valeurs de Frobenius À, d’une ma- 

trice A: 1)A4—=AÀ4 ; 2) À ,n = À ; 3) Aa = Ga, pour «> 0; 4) Aa > Âg 


si A>B>0. 

8. Une matrice À est indécomposable si et seulement s’il existe pour deux 
indices i et j quelconques, 1< {, j << n, une suite i — iy, os + + -y im — J telle 
que ay i,1> 0,t—=1,2,..., m— 1. Démontrer. 
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9. Montrer que si {rt} est une trajectoire optimale arbitraire du problè- 
ne (4.26), alors fzt} — AT-{2T, 1 = 1,2,..., T est une autre trajectoire opti- 
male. 

10. Démontrer le théorème du turnpike pour le problème 


Max œ 
Azi< zx, AzthH<zt, 1=1,2,...,7T, 
IT >> az, 

où À est une matrice primitive, z° > U, z2>0. 

11. Etant donnée une matrice imprimitive À, démontrer que 4" est bloc- 
diagonale pour un entier naturel m. 

12. Démontrer l'existence d'un vecteur & € R', & > 0, tel que tout vec- 
turzrEX,X={z|rERA,llz|l = 1, Az < z}, vérifie z> &. À est supposée 
indécomposable. 
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CHAPITRE V 


THÉORIE DE LA MÉTHODE DU SIMPLEXE 


$ 1. Méthode du pivotage de Gauss-Jordan 
pour les systèmes d’équations linéaires 


1. L’idée de la plupart des méthodes numériques pour les pro- 
grammes linéaires est de réduire le système d’équations linéaires 


Ati À Gele + + +. + Gintn = D, 
Guti + Agele Fe + + À GonEn = Vs, 
AmaT1 + Emele Fe. + EmnTn = Om 


qui s’écrit en notations matricielles Az = b, à un système de forme 
plus commode par la méthode du pivotage de Gauss-Jordan connue du 
cours d’Algèbre. Voici cette technique en ses grandes lignes. 

On sélectionne le coefficient a,;, 0 de la première équation, et 
on annule moyennant ce 4;;, les coefficients de x;, des équations 
restantes. On procède comme suit. On fait la somme de l’équation de 
numéro r, 2<r<m, et de la première équation multipliée par 
—@,;/413,, puis on divise celle-ci par àa,;,. Cette transformation élé- 
mentaire laisse invariant l’ensemble des solutions du système. Le 
système équivalent obtenu est tel que la variable x;, figure seule- 
ment dans la première équation et elle est précédée de 1. On lui donne 
le nom de variable de base. 

La procédure est répétée de proche en proche pour toutes les 
équations du système. Chaque fois on transforme toutes les équations, 
et la liste des variables de base se remplit peu à peu. 

On effectue le pivotage de Gauss-Jordan jusqu’à ce qu’on établis- 
se que, ou bien le système est incompatible (l’équation considérée 
a tous ses coefficients nuls et son second membre différent de 0), ou 
bien il n’y a plus d'équations « superflues » (dont tous les coefficients 
et le second membre sont nuls). Finalement, on a 


ñ+ à QT; = Los LEO, 
Jew 


où GO — fé, és, - . -, ,} est l’ensemble des numéros des variables de 
base, w© = {1,2,..., nr} \ 0 étant l’ensemble des indices des varia- 
bles hors base. Ici 4, k< m, est le rang de la matrice À des coeffi- 
cients du système primitif. 

Nous dirons qu’on a obtenu un système réduit associé à l’ensem- 
ble © des indices des variables de base. 
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On vérifie immédiatement que le système {aïñi , ai: ,..., aïk 
des colonnes de la matrice À correspondant à l’ensemble des varia- 
bles de base z,,, zi., . . ., x;, doit nécessairement être linéairement 
indépendant. 

Le système réduit présente l’avantage d’expliciter l’ensemble des 
solutions. On attribue aux variables hors base x,, j € w, des valeurs 
arbitraires et on calcule les variables restantes (de base) par les 
formules 


T; = &0 — à &ijTj, CO, 
J€0 


ce qui permet d’obtenir toute solution du système. En particulier, 
une solution est définie par le vecteur z° — (x°, x°, . .., z}), où 


&jo Si Ca, 
4 = | _. 
0 si iCo. 
Soit À de rang m, i. e. k — m. Si l’on note 
A; = (a, air ,..., aim) 


la matrice formée de colonnes de À associées aux variables de base, 
alors À, est carrée non dégénérée d’ordre m. La transformation de 
Gauss-Jordan consiste en l'occurrence à multiplier le système 
proposé par À5', et le système réduit s'écrit A5 Az — A51b. 

Le résultat est vérifié de suite. En effet, on désigne par f;;, 
i—1,2,...,m, j = 1, 2, ...,n,les éléments de la m X n- 
matrice 45!4. On a, par définition d’une matrice inverse: B;; — 0, 
iEo,et si jé ©, alors B;; — 1. On introduit la notation A5'b — 
= PB (B9 = (Bo, Bar : - -» Bmo)), auquel cas le système d'équations 
A5'Az = A;'b s'écrit 


Ti T x Bit; = Bios ES. 
JE 

La multiplication par une matrice non dégénérée laisse invariant 
l’ensemble des solutions du système d’équations (voir exer. 1), d’où 
l'on déduit aisément l'égalité f;; — &;; quels que soient à et j (voir 
exer. 2). 

2. On se propose d'étudier le comportement de la forme linéaire 
(ce, z) sur l’ensemble des vecteurs solutions du système Az = b. 
À cet effet, on introduit une variable supplémentaire x, et on forme 
le système 


2 — €, z)=0,: Az = b. 


L’équation x, — (c, x) = 0 est la première équation du système 
et x, a son coefficient =£0, si bien qu’on range par Gauss-Jordan cette 
variable supplémentaire parmi les variables de base. Si o = {i,, 
dos + + + im} eSt l’ensemble des variables de base pour Az = b et si 


9* 
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l’on connaît le système réduit correspondant (on estime que le rang 
de À est m), alors on cherche le système réduit associé à {0, à,, 
Éay + - + im} EN représentant x, par les variables hors base : 


n 
To = (C, x) = > CjT; = > Citi + > CT;. 
3=1 1€0 JEw 
On y porte les valeurs de zx;, à € o. il vient 
zo= D Cite — à (2 C5 —C;) Tj- 
1€0 jéow eo 
Avec le vecteur x° ci-dessus, on a S Citio = (c, x°). On intro- 


| i€o 

duit la notation a; — OS ay —c;, j E w, et le système réduit 
i€c 

prend la forme 


Lo + 25 Roy = (C, T°), 
Re (9.1) 


a+ 2 jt; = in CO. 
o 


$ 2. Programmes de base 


L'une des méthodes numériques principales en programmation 
linéaire est la technique simpliciale pour le problème sous forme 
canonique 

MAX (CZ + Cola Fe. + + CnTn) 
Quiti À Goo Fee À Gintn = Di, 
Bots Qiats LtesuE Gonta. = 02, 
Gil Æ nat Eh ses À Ginln — 0; 
TT > 0, Ts One TL, 0, 
ou, en notations matricielles, 


max (C, x) 
Az =D, 2>0. (5-2) 


Comme a? désigne la colonne j de la matrice À, le problème (5.2) 
s'écrit 
MAX (CT, + Co Lo +. + + + Cnn) 
aix, + az, +... + a"x, = b, (5.3) 
x: >=0, 2>0,;:.4:, 7,0: 


Les colonnes a’ de À et les variables x; sont donc en correspondance 
biunivoque. Il ressort de (5.3) que le vecteur x = (x, z:, . . ., x), 
z1>0,j—=1,2,...,n,est un programme du problème (5.2) si et 
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seulement si le vecteur b est combinaison linéaire non négative des 
colonnes de À, dont les coefficients sont les coordonnées de zx. 
On a dit ($ 4, ch. premier) que la forme linéaire (c. x) atteint son 
maximum sur la frontière de l’ensemble X = {x |xz € R', Az = b, 
z> 0} des solutions réalisables du programme linéaire (5.2). 
On attire l’attention sur la régularité de X (la matrice des con- 


traintes À est derang n :À — ( H: , avec Z une matrice unité d’ordre n. 


Selon le théorème 2.23 du $ 4, ch. II, X possède des points extrêmes, 
et ces points sont en nombre fini (voir th. 2.19). Si le problème (5.2) 
est possible, alors il existe un point extrême optimal (ce résultat 
découle du théorème 3.2 du $ 2, ch. III). 

S’agissant du problème (5.2), on adopte doncla tactique suivante. 
En conformité avec le théorème 2.18 du $ 4, ch. 11. qui donne une 
condition suffisante et nécessaire pour qu’un point de X soit extré- 
me, on choisit une sous-matrice À , de rang n de À, on résout l’équa- 
tion À,xz = b, (où b = (b,,b,,...,b,,0,...,0)) et on fixe le vec- 
teur zx, solution du système. On examine les valeurs de la fonction 
économique ({c, xs) pour tous les vecteurs x, > 0 ainsi obtenus et on 
choisit x, qui rend (c, z;) maximum. 

Il s’agit bien d'un procédé fini (i.e. on aboutit en un nombre fini 
d'opérations); n’empèche que dans la pratique ce nombre est de 
règle très élevé. 

En effet, la matrice À possède C%,,, sous-matrices à n lignes et nr 
colonnes. On les explore une à une pour sélectionner celles qui sont 
de rang nr. Cela étant, ces matrices partielles non dégénérées peuvent 
s'avérer très nombreuses, sensiblement C%,,. Or, il s’agit d’un 
nombre fort important (dès m — 50, nr — 50, il est supérieur à 26°). 
Et on a, de plus, à résoudre presque autant de systèmes À ,x = b,! 
D'autre part, de nombreux programmes linéaires de caractère 
pratique renferment des centaines de contraintes et de variables. 

Ainsi, l’exploration de tous les points extrêmes de l’ensemble X 
est en échec en programmation linéaire. Avec la méthode du sim- 
plexe, on diminue le nombre d'essais de sorte que les ordinateurs 
viennent à bout des problèmes de grande taille. 

On passe aux définitions, à la théorie et à l’algorithme dela 
méthode simpliciale. 

On va illustrer les notions principales et les grandes idées de la 
méthode par deux problèmes dont l’intérèt est purement théorique : 


max (57, — Ze — Ze + 27,+ 2%) 

22% + 673 + 47, — 3x, = 2, 

—Z + ro + 123 — 22, = 1, (5.4) 
Zi + Le + 22e + z,+ 2z,= 1, 


Lis Los Las Lo Ts > 0; 
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max (71 + ze + 2zs + 42, + x:) 
—T + 4x3 + 3x, 2, 
27, + 32 + 3x3 + S2— Z,= 3, (5.5) 
TZ + Ste + Zs + 22,+ x = 2, 


Li, T5, Ti, di, T: > 0: 


DeriNITion 5.1. Un programme x = (x,, z:, . .., x,) du problé- 
me (5.2) s'appelle programme de base si le système de vecteurs-colon- 
nes a? de À associés aux coordonnées zx; positives est linéairement 
indépendant. 


TH£orR£ME 5.1. Si le problème (5.2) a un sens, il admet un program- 
me de base. 


Ce résultat coïncide avec le lemme 2.1 du $ 3, ch. IT qui dit (en 
notations du chapitre présent) que si un vecteur b est combinaison 
linéaire non négative des vecteurs a, j — 1, 2, .. ., n, alors il 
s’écrit comme combinaison linéaire non négative d’un sous-système 
libre des a’. 


TueéorfMe 5.2. Un vecteur x est un programme de base du proble- 
me (9.2) si et seulement si x est un point extrême du polyèdre X des 
vecteurs réalisables. 


DÉMONSTRATION. Soit z — (21, Ze, . . ., æn, O, . . ., O), où x; > 0, 
= 1,2,..., 4. Le vecteur x respecte les contraintes suivantes de 
(9.2): Az = 0, zur, = 0, zuye = 0, . .., æ, = 0, et la matrice- 
support est de la forme 


Giy io ik y, h+ Ain \ 

Qs: Ass . Œok do k+1 lon | 
À5 = m1 m2 Amk Am,kh+1 Amn | 

0 oO O —1 ; 0 

0 oO 0 0 — À 


(voir déf. 2.17 du support © d’un point x ($ 4, ch. I])). 

Les colonnes a!, a*, ..., a: de À étant linéairement indépendan- 
tes par définition d’un programme de base, il en est évidemment de 
même de toutes les n colonnes de la matrice À, qui est donc de rang n. 
Il en résulte par le théorème 2.18 que x est un point extrême. 
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La réciproque est démontrée de façon analogue. 


THEOREME 5.3. Parmi les programmes de base du problème (5.2) il 
existe un programme optimal. 


Le résultat découle des théorèmes 5.2 et 3.2. 

Il est classique que tout sous-système libre de vecteurs peut 
être complété de façon à constituer un sous-système libre maximal. 
Si le rang de la matrice À est m, le sous-système libre maximal de 
ses colonnes contient m vecteurs. On énonce donc la 


DériNrrion 5.2. Soit À une matrice de rang m. On appelle base 
relative à un programme de base un système libre quelconque de m 
colonnes de À dont toutes les colonnes associées aux coordonnées 
non nulles du programme de base. 


DerinrrioN 5.3. Un programme de base est dit non dégénéré si le 
nombre de ses coordonnées non nulles est égal au nombre de lignes 
de le matrice À, i.e. à m. 


Ces définitions aidant, on dit qu’un programme de base non dégé- 
néré est associé à une base unique, tandis qu’elles peuvent être plu- 
sieurs dans le cas dégénéré. 

On conçoit que le problème (5.2) n’a de programmes de base non 
dégénérés que si À est de rang m, i.e. si aucune contrainte définie 
par À n’est « de trop ». 

Mais on verra plus loin que tout programme de base de (5.2) n’est 
pas nécessairement non dégénéré pour À de rang m. 


DeriniTiox 5.4. Le problème (5.2) est dit non dégénéré si la matri- 
ce À est de rang m et tout programme de base du problème est non 
dégénéré. 

Concrétisons les notions introduites moyennant les problèmes 
(5.4), (5.5). 

Dans le premier cas, un programme de base est, par exemple, 
z = (1/5, 2/5, 0, 2/5, 0) parce qu'il y a indépendance linéaire des co- 


2 0 4 
lonnes (1): (:) (0 ae la matrice des contraintes, qui sont asso- 


siées aux coordonnées positives du vecteur x. Il suffit, pour le véri- 
204 
fier, de calculer le déterminant Fr : 1 — —10 0. Ce pro- 


gramme de base est non dégénéré (le nombre de coordonnées positives 
de zet celui des lignes de la matrice des contraintes sont le même, 
à savoir 3). 

En ce qui concerne le problème (5.5), le vecteur x = (3/4, 0, 
11/16, 0, 9/16) est un programme de base non dégénéré, tandis que le 
programme x = (0, 1/2, 1/2, O, 0) est dégénéré. 
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Voyons les conditions sous lesquelles un programme linéaire est 
non dégénéré. Soit, dans l’espace R, l’enveloppe conique X des 
vecteurs al, a°,..., a" colonnes de la matrice À. Si le problème (5.2) 
a un sens, alors le vecteur b est élément du cône X parce qu’il est 
combinaison linéaire non négative (5.3) de a. j — 1.2,...,n. Le 
concept de problème non dégénéré traduit la position du vecteur 
dans ce cône. 

Jlustrons nos dires par les problèmes (5.4), (5.5). Afin d'éviter 
des représentations géométriques dans l’espace de dimension 3, on 
recourt à l’artifice suivant. Soit le cône Æ pour le problème (5.4): 


2\ 0\ /6\ /4\ /f—3 
K=Coél—1}, |3|, 1) o|, [—215. 
1 1 2 1 2 


Le cône est dans l’espace de dimension 3 dont les points sont dési- 
gnés par u = (u,, U:, u3). Soit, dans cet espace, l’hyperplan us = 1 
et son intersection XÀ avec le cône X. 

On voit sans peine que les coordonnées du point de rencontre de 


6 
la demi-droite Lu (1) et de l’hyperplan us — 1 s’obtiennent, par 
exemple, de façon suivante: on prend pour u le nombre 1/2 pour 


que la dernière coordonnée devienne 1. Il est clair par ces considéra- 
tions que X est l’enveloppe convexe des points 


ai — (2, —1), a? = (0, 3), a — (3, 7/2), 
a = (4,0), a — (—3/2, —1). 


Ici a sont les points d’intersection de la demi-droite pa’, p> 0, 
et de l’hyperplan us = 1. 

L'intersection de ub et de us = 1 est définie par le vecteur db — 
—= (2, 1). Le vecteur b est évidemment une combinaison linéaire non 
négative des vecteurs a? (i.e. b € K) si et seulement si b est une 
combinaison linéaire convexe des a°, j = 1,2,...,m (i.e. bE K). 

Le polyèdre X pour le problème (5.4) est représenté sur la fig. 5.1. 
+ Si de même le polyèdre X pour le problème (5.5) (voir 
ig. 5.2). 

La différence principale entre les deux cas est que le vecteur b de 
la fig. 5.2 est confondu avec le segment d'extrémités a° et aÿ, i.e. le 
vecteur b est représentable sous forme de combinaison linéaire non 


2 1[9\ 1[# 
négative des vecteurs a* et a“: (:) = (5)+: 5). 11 correspond 
à cette représentation le programme de base dégénéré x = (0, 1/2, 


C1 
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0, 0). Le vecteur b de la fig. 5.1 (problème (5.4)) n’est situé sur aucun 


des segments reliant deux points a , i.e. b est combinaison linéai- 

re non négative d’au moins trois vecteurs-colonnes de À. 
Conformément à la définition 5.3, le problème (5.4) est non dégé- 

néré et le problème (5.5) jouit de la propriété de dégénérescence. 


Fig. 2.1. Fig. 5.2. 


Ces exemples montrent qu’un problème dégénéré est plutôt rare, 
et il en est en effet ainsi dans la pratique. L’algorithme de simplexe 
prévoit néanmoins cette possibilité. N’empêche que notre désir de 
mettre en relief l’idée de base de la méthode nous obige à commencer 
par le cas non dégénéré. 

Le cas de À de rang inférieur à m sera étudié plus loin. 


$ 3. Méthode du simplexe pour un programme 
linéaire non dégénéré 


1. Notations et définitions fondamentales. Soit z° un programme 
de base du problème (5.2) et 


{aï, aï2, . 3 aim} (5.6) 
a base associée. 
On introduit les notations o = {i, ê, + : ., im} Zo — (Ti, 
Tintin co — (Che Css Cu) Le fait de se donner la base 
définit bien le programme de base. En effet, si À, — (aïñ, aïz2, 


.., aim) est une matrice carrée d'ordre m composée de colonnes. 
de A, éléments de la base (5.6), alors À, est non dégénérée et admet 
l'inverse A5: 

Comme 2x5 = 0 pour j & ©, on a Az = A,xé, i.e. Ars = b, 
d’où 


= A5. (5.7) 
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Ainsi, la donnée de (5.6) définit de façon unique le vecteur zx de 
dimension m, d'où zx‘: 


R [_ si jé, 


LL — ho 
: r$ si jEO, 


11:21:50: (5.8) 


On voit que la recherche d’un programme de base optimal va de 
pair avec celle d’une base convenable, système de m colonnes linéai- 
rement indépendantes de la matrice À. Cela étant, on fait naturel- 
lement de sorte que le vecteur (5.7) soit non négatif. 

Soit un programme de base initial x°. On le prend au départ sous 
l'hypothèse qu’il est obtenu d’une façon ou d’une autre avant qu’on 
utilise la procédure de base de la méthode simpliciale. 

On associe à (5.2) le système d'’équations 


—2, + (, z) = 0, Az = b, (9.9) 


Z, étant une variable auxiliaire. 
ee Cn 
0e 


Soit la matrice 
- (, ce, € 
_ \b a! a 
dont la première ligne est composée de nombres et la seconde de 
vecteurs m-dimensionnels. C’est une matrice d’ordre (m + 1) X 
X (n + 1). Le système de vecteurs 


MIO OR 


æst linéairement indépendant dans R"*!1, si bien que 


B=(" Gi Cie --- Fa 


O air aï2 ... am 


to 19 


est une matrice carrée non dégénérée d'ordre (m + 1) X (m + 1), 
i.e. B, admet l'inverse B5!. 

La notion suivante joue un grand rôle dans la méthode du simple- 
xe. La matrice 


Y — B;'À 


s'appelle tableau du simplexe associé à la base (5.6) du programme de 
base xt. 

Les éléments de la première ligne du tableau seront ue 
par À,, A,,..., A,. Pour alléger l'exposé, on fait &«, = (A,, A,,... 
ls) AN A a A), d’où &y; = A;,j = 0, 1 2 2237. 

Les éléments des autres ‘lignes seront notés &;;, iE 6, j = 0, 1, 
2, ..., n, et on aura comme d'ordinaire pour la ligne de numéro 
À € CO: a; — (io its + + +» Œin)- 
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On appellera & = (œÿ, j, &i, js. - Gimp) = 0,1,2,...,n, le 
vecteur formé de m dernières coordonnées de la colonne j de %, si 


bien que la j-ième colonne du tableau du simplexe s’écrit (91) —= 
= ee 
= |; 


Les éléments du tableau ont un sens intuitif: si z, y € R”*1, 
alors y — B,2 signifie que le vecteur z est formé de coordonnées dans 


la base (5.10) du vecteur y. Comme B,X — À, on établit facilement 
— À Cg 


avec B, = | o 4.) que 


Aça° = b, (5.11) 
(Cos A) — Ao = 0, (5.12) 
Açai =a&,j—1,2,...,n, (5.13) 
(Css d) =by=ti i= tk 2,55. (5.14) 
Il résulte de (5.11) 
a = x. (9.15) 


Le fait 25 = 0, j 6 ©, donne de suite 
A (C2: (5.16) 


La formule (5.13) montre que & est composé de coordonnées dans la 
base (5.6) du vecteur a’; on déduit de (5.14) 


A ne Cor ai) — C , 
’ d (5.17) 
T1 "2, ::n. 


Etant donnés ces résultats, le tableau général du simplexe s'écrit : 
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On note que si l’on prenait non À, mais la matrice du système 
d’équations (5.9) 
k — C! Co . : 
b O at a? ... a")? 


on aurait obtenu en multipliant par B5! une matrice composée de 
coefficients du système réduit (5.1). Cela étant, la deuxième colon- 


1 
ne o} 0 € Rr, est vide de signification (elle ne varie pas avec le 


changement de base). et on a bien fait de la supprimer. 

Une autre chose à noter, la colonne a? du tableau du simplexe Y 
est pour j € o un vecteur unité de l’espace R". En effet, le vecteur 
æ? est formé, on le déduit de (5.13), de coordonnées dans la base (5.6) 
de ai. Si jE o, le vecteur a? figure lui-même dans le système (5.6). 

Comme un vecteur se décompose d’une manière et d’une seule 
dans une base, on a 

0, jeo, iÆj, 
F7 | 1, jEo, i=j. 

2. Transformation du tableau du simplexe dans un changement 
de base. L'idée de base de la méthode du simplexe est de trouver un 
autre programme de base x! tel que la base associée diffère de la base 
relative à x° par un seul vecteur. 

Soit s = à €, 

{añ, aïr, ..., aït-1, ak, aïts1 ,. .. , aim }, (5.18) 
k 6 o, une nouvelle base de R. Le système de vecteurs 


| Ci Cig_i CR Citsi Cim 
) L (ia) Ù , ss | , Es) ? # | re... (on) (5.19) 


constitue une base de R7*1. 

On note B1 la matrice formée de ces vecteurs, auquel cas c’est 
une matrice carrée d'ordre (m -- 1) X (m + 1) qui possède l’inverse. 

On rappelle (voir [1]) que la matrice de passage à une nouvelle base 
est par définition une matrice dont les colonnes ont pour éléments 
les anciennes coordonnées des nouveaux vecteurs de base. 

Si v’ est un vecteur unité de R*!,r — 0,1,2,...,m, la matrice 
de passage de la base (5.10) à la base (5.19) s'écrit 


= .0 | {1 A +1 on 
Q={u, ct, ..., 0 on Ts... L ? 


et Ban = B,Q. Dans ce changement de base, tout vecteur yE Rr*1 
dont les composantes dans (5.1) étaient représentées par z, i.e. y = 
— B,2, a dans la nouvelle base les composantes décrites par le vec- 
teur z qu’on trouve facilement par la substitution B, = Ba Q”!: 


y = Ba (Q-!z), i. e. z = Q"1 2. 
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On a donc pour les nouvelles coordonnées des colonnes de %: 


À; A; . 
ai = Q"1 a , j=0, 1; 2. ss D. 


re . R A;\ .: _ — 
On note ‘1 la matrice composée de colonnes (2) .i.e. À — Q-! I, 


ou Q A = Y. On se propose de calculer les éléments de % sous forme 
explicite et on procède comme suit (sans préciser la forme de Q-! 
encore que cela ne présente pas de difficulté). 


On écrit pour les lignes de Y et A : 
ao = N'0, a =, iES, ii, (5.20) 


m=wv, a Nu, a = VW, Co, ii, is. (5.21) 
Dans ce cas, &@; — @y = (X° — NX')v7 ou 
a — a = N° (Q'—Ijur, i=0, iEo, i=i.izs, (5.22) 


avec Z une (m+1) X (m + 1)-matrice unité. Q sous forme explicite 


entraine 
(Q'—1)y= (@ pe ) — u) v (5.23) 


pour tout y — (Yo; Ys + + +» Yts + + +, Ym)- 
En particulier, 


(Q" — Thu = ant, i=i, rt, (5.24) 
(Q" — Jhit — (as — 1)vt, (5.25) 
(Q' — I} = œonvt. (5.26) 


On utilise (5.22) et (5.25), il vient 


Xs — nu = (asr — 1) ut — (œsn — 1) a, 
d'où 


ŒR —= 


LS 


o PR (5.27) 


Ash 


On a à partir äe (5.22), (5.24) et (5.27) 


"E SC + Œih 
Men Vv == de, 


i.e. 
= &: — Er a. (5.28) 
On déduit notamment de (5.26) 
App — À @, (5.29) 
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Evidemment, «4, # 0, sinon il y a dégénérescence de la matrice ©, 
i.e. (5.18) n'est pas une base. 

Le sens des transformations (5.27) à (5.29) est évident : on fait 
la somme de la ligne à de A et de la ligne «&, de coefficient — «;,/a,r 
tel que &;, — 0, puis on divise la ligne &, par «,, de façon qu'on ait 


nn — 14. Finalement, la colonne êr de % est le vecteur unité 


vt € Rr*'!, comme il se doit pour le tableau du simplexe vu que le 
vecteur a*“ entre maintenant dans la base et y occupe la place de 
numéro é. 

3. Théorie et règles de la méthode du simplexe. La première 
ligne «&, du tableau joue un rôle particulier. On s’en rend compte 
sur l’exemple du dual de (5.2): 


min (b, P}; (5.30) 
A'p>c, 


OÙ D — (Pis Pas + + +» Pm)- 
On fait correspondre à la base (5.6) relative au programme de 


base z° de (5.2) le vecteur p° m-dimensionnel défini par la formule 
p° = (45)"!c;, avec co = (cris Ciss + + +» Cim)- 

Dans ce cas, Aÿp° — cs, d’où l’on a à l’aide de (5.17) pour 
&j = A: A; — (AGp°, ai) — c;, j = 1, 2, ..., nr. Avec la proprié- 
té connue (A6p°, æ) — (p°, A ,®@) du produit scalaire et l’égalité 
(5.13), on obtient A; — (p°, a) — c;, j = 1,2....,n. En nota- 
tions matricielles, ce système d'équations s’écrit À — A'p° — c. 
D'où la propriété importante des éléments A,, j — 1,2,...,n. de 
la première ligne du tableau du simplexe: le vecteur A — (A, 
A5, - -., A,) est non négatif si et seulement si le vecteur p° est une 
solution réalisable du problème (5.30). Et voici une autre caractéris- 
tique de p°: 


(, pt) = (b, (Ac) co) = (A5'b, Co) = (Tor Co): 
Finalement, l'égalité (5.16) donne 
(b, p°) = (c, x°). (5.31) 


Fort de ces résultats, on énonce le 


TusoreME 5.4. Si le vecteur À — (A, A:,..., À,) est non négatif, 
alors le programme de base initial x° est optimal pour le problème (5.2); 
le vecteur p° est un programme optimal du problème (5.30). 


DemoxsrrATiox. La non-négativité de À implique la mème pro- 
priété du vecteur A’p°. Autrement dit, p° est, on l’a établi, un pro- 
gramme de (5.30). Comme z° et p° vérifient l’égalité (5.31), on appli- 
que le lemme 3.2 (condition suffisante d’optimalité). 
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Ainsi, on établit facilement au vu du tableau du simplexe si oui 
ou non le programme de base x° est optimal. I] se trouve également que 
la condition A > 0 du théorème 5.4 est non seulement suffisante, 
mais aussi nécessaire pour qu’il y ait optimalité car si certains des 
nombres A;,j = 1,2,...,n,sont négatifs, il existe un programme x! 
de (5.2) tel que (c, z') >> (c, x°). On démontre ce résultat par le 
procédé simplicial de construction du programme zx!. 


RÈGLE PREMIÈRE. Si A << O0, on fait entrer le vecteur a“ dans la 
base (dans le cas où A; < 0 pour plusieurs j, on prend pour k l’un 
quelconque de ceux-ci). 


Chose importante, si A; << 0, alors la colonne a* de la matrice À 
ne se trouve pas dans la base (5.6) associée au programme de base r°. 
En effet, la définition de p° entraîne que si j € ©, alors (@, p°) = c;, 
1.e. À; = (. 

Cette règle ne spécifie pas le vecteur a‘ à éliminer de la base (5.6} 
(car une base contient au plus m vecteurs). Si l’on fait sortir du sys- 
tème (5.6) une colonne arbitraire, il se peut que le vecteur associé 
à la nouvelle base vérifie l’équation Az — b tout en ayant des coor- 
données négatives, i.e. il n’est pas un programme. La règle 2 apporte 
les précisions voulues. 


REGLE 2. Si l'on sélectionne le vecteur a* en tant que candidat à l'en- 
trée dans la base, (i.e. A, << 0), alors on prend la colonne «* du tableau, 
on choisit les indices i € © des lignes pour lesquels «;, >> 0 et on écrit 
les rapports 2Ÿ/a;, pour ces i. Soit 
2 
6— min — 

in >0 Œih 


» eo, 


etsE o tel que xfla,sr = 0. Le vecteur a est à faire sortir de la base. 


La règle est des fois inapplicable car tous les nombres «;, de la 
colonne &* sont non positifs. On stoppe la procédure de résolution 
parce qu’on a le 


TH£orgMEe 5.5. Si A, << 0 et ak L 0, alors le problème (5.2) est 
impossible (la fonction économique (c, x) est non bornée sur l'ensemble 
des solutions réalisables). 


DEMONSTRATION. Soit y un nombre positif quelconque. 
Prenons le vecteur x (y) = (x, (Y), za: (y), - - ., zh (v)), où 


0 si jéo, jÆK, 
z; (Y) — TZ} — YA jR si jEc, 
Ÿ si j —k. 
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La structure du vecteur x (y) montre que 


Az (D = 2 (zÿ — van) aÿ + ya*, 
J 


Az (y) = Aotg — YA OX + ya. 


Il résulte de (5.13): A,aœ* = a*. Donc Az (y) = b. Etant donné 
Y>0, 220, ay L 0, jE 0, on a r(y)> 0. Ainsi, x (y) est un 
programme du problème (5.2) et 


{e, z(y)) = (cos 2% — Va*) + von = (Cor 29) — Y (Cor EX) + Vu 


On tient compte de (5.17) pour A;, j = k, il vient (c, x (y)) = 
= (c, x) — yA,. Il s'ensuit que (ce, x (y)) croît indéfiniment avec 
l'augmentation de y parce que Az << 0. 

Ainsi, on applique successivement les règles 1 et 2 si le problè- 
me (5.2) est possible et le vecteur xz° n’est pas un programme optimal. 
Mais il faut être sûr que le système de vecteurs (5.18) formé en con- 
formité avec le choix prescrit des indices Æ et s est. bien une base. 
Puisque a, 0, cette propriété découle du 


LEMME 5.1. Soit {al, a°, ..., a" } une base dans l’espace R", 
a E R" un vecteur quelconque: a* — > aa”. Si le coefficient «&,, 


r=1 
1< s< m, n'est pas nul, alors Le système de vecteurs {a!, a*,..., a”1, 
ah, asti,..., a" } est une autre base dans R". 


DÉMONSTRATION. La base présumée contient m vecteurs, si bien 
qu’on démontre le lemme à condition de vérifier que tout vecteur y 
de R" est combinaison linéaire de ces vecteurs. La chose est évidente 
du moment que y s’exprime en fonction de la base {a!, a°, ..., a"} 
et que le vecteur a* de cette base est représenté par les vecteurs de la 
nouvelle base: 


1 ë. : 
a =— (ai — Diara”) . 
rÆ: 
On passe à la nouvelle base (5.18) à l’aide des formules (5.27) 
à (5.29). 
On introduit la notation 
6! — {i,, Los e. © 3 Üt_ 1 k, lt+s CE liée 
On! pose z' = (x!,zx!,...,xA1), où 
O0 si jéot, 
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Par construction zh = «°. Si l’on note 
Co = (Ci, ces Cie Che Can Cim) 
A = (ai, ..., at, a, a't#1, — am), 
alors on a évidemment Az! — A1 zh, (c, xl) = (cui, zh). 


THeoREME 5.6. Le vecteur x! est un programme de base du problè- 
me (5.2) et 


2 
| an 0 Ps En “ 
(c. 2 =\0c; 7) = Â% 
La matrice W est le tableau du simplexe du programme de base x!. 


D£EMONSTRATION. On a rl — @°, si bien que ce vecteur est formé 
de coordonnées dans (5.18) de b, donc b = A 1 &° — A at = Ax!. 
Le vecteur zx! est évidemment > 0 si et seulement si æ> 0. On 
a par les formules (5.27) et (5.28) 


1 xd Œik . . 
Œho = — Asp io = Mio so POUr ICO, is. 
sk sk 


Comme a;,, >0,i€o, &sx > 0 d'après la règle 2,ona axe > 0. 


I1 nous reste, pour établir la non-négativité de a°, à vérifier l’iné- 
galite 


©; : : 
> Gp pour iCo, is. 
S 


Si l’indice à est tel que «;, < 0, l'inégalité est évidente. Si &;;,> 0, 
elle équivaut à exiger &;o/&ix > @so/@sr, Condition remplie en vertu 
du choix de s. 

La construction de z! entraîne la propriété de x! d’être un pro- 
gramme de base. Il en résulte de même que % est le tableau simpli- 
cial de ce vecteur. Du moment que &, = ({c, x'}), l’affirmation con- 
cernant la forme linéaire (c, x!) découle de la formule (5.29). 


CoNsEQUEXCE. Si le programme de base x° est non dégénéré,on a 
{e, x) > (c, x°). 

En effet, x°>> 0 sous l'hypothèse faite. Comme A, < 0, &,r > 0, 
on obtient le résultat voulu. 

4. Algorithme de simplexe. Le schéma de l'algorithme de sim- 
plexe que nous allons décrire, ne saurait être utile au programmeur car 
il donne une idée générale de la procédure de calcul sans indiquer 
de nombreux artifices spéciaux, qui permettent d'utiliser au mieux 
les possibilités des calculateurs électroniques. 

Soit un tableau simplicial de départ . 


ETAPE PREMIÈRE. Tester les inégalités A, > 0, j = 1,2, ...,n. 
Si elles sont justes, le programme x° calculé par la formule (5.8) est 


10—0870 
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optimal. Dans le cas contraire, chercher un indice k, 1<4X<n, 
tel que A, << 0. 


ETAPE 2. Tester «* < 0. Si le vecteur «* a toutes ses coordonnées 
@;r non positives, on stoppe la procédure parce qu’il y a impossibi- 
lité pour (5.2). Dans le cas contraire, chercher un indice s tel que 
Gan >> 0 et caso < Aip/ in pour tout i, œr > 0. 


Erars 3. Avec les formules (5.27) à (5.29) construire un nouveau 
tableau simplicial noté A et initialiser les calculs. 

Les étapes 1 à 3 constituent une itération de la méthode du simplexe. 

Voici deux particularités essentielles de la méthode. 

a) Le procédé est fini (on l’a démontré pour le moment en ce qui 
concerne un problème non dégénéré). Selon la conséquence du théo- 
rème 5.6, la valeur de la forme linéaire augmente d’une itération à 
l’autre, si bien que les vecteurs z°, z!', . . . de la suite correspondant 
à la suite d'itérations sont distincts deux à deux. Chaque programme 
de base z°, xl, . .. correspond à un point extrême du polyèdre À 
des solutions réalisables de (5.2). Puisque les points extrêmes sont 
en nombre fini, deux cas peuvent se présenter: ou bien on établit à 
une itération que la forme linéaire (c, x) est non bornée sur l’en- 
semble X, ou bien on aboutit à un programme optimal au bout d’un 
nombre fini d'itérations. 

b) Tous les calculs consistent soit à identifier à Ô les élements du 
tableau (étapes 1 et 2), soit à utiliser les formules de l'étape 3. C’est 
un grand avantage de la méthode simpliciale car, dans la pratique, 
le nombre d'itérations nécessaires s’avère assez important, et le 
temps de calcul d’une itération sur ordinateur joue un rôle des plus 
essentiels. 


$ 4. Programmes linéaires dégénérés 


1. Plaçons-nous dans un problème (5.2) ayant des programmes 
de base dégénérés. La procédure de calcul de la méthode simpliciale 
se heurte à certaines difficultés qui sont d’ailleurs surmontables. 

Si le rang de la matrice À est inférieur à m, alors tous les pro- 
grammes de base du problème considéré sont dégénérés. On l’évite 
d’ailleurs (voir la recherche d’un programme de base initial du $ 5). 
Mais le problème (5.2) peut avoir des programmes de base dégénérés 
même pour À de rang égal à m (par exemple (5.5)). On suppose dans 
ce paragraphe que la matrice À des contraintes du problème (5.2) est 
de rang m. 

Soit un programme de base initial xz° ayant ! << m coordonnées 
positives: zf >> 0,r = 1,2,...,1,axi = Osiii,,r = 1, 2, ... 
..., À, et {añ, aît, ..., ail, aïl#1, . .., aim } une base relative 


«= 


à x° 
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Avec le tableau simplicial % associé à la base donnée, on effectue 
les trois étapes de l’algorithme de simplexe (voir n° 4, $ 3),eton a 
tous les résultats du théorème 5.6 pour le nouveau programme de 
base xl. Mais la conséquence correspondante n’a pas lieu. En effet, 
il se peut que l'indice s choisi par la règle 2 soit tel que 2° = 0. Dans 
ce cas, x! défini par les formules (5.27) et (5.28) est égal à zx°, et 
l'itération se réduit à choisir pour zx° la base (5.18) à la place de 
(5.6). Cela étant, la fonction économique reste évidemment constan- 
te: (ce, xl) = (c, x°). 

On poursuit cependant les calculs dans l'espoir de voir augmen- 
ter la valeur de la fonction économique à l’itération suivante ini- 
tialisée avec le vecteur z' et la nouvelle base. Après avoir obtenu les 
programmes successifs égaux z°, xl, ..., x1 associés à des bases 
différentes, on risque cependant d'aboutir à une certaine itération au 
même vecteur z° et à l’ensemble de vecteurs (5.6) en qualité de base. 

La chose arrive effectivement. On dit dans ce cas qu’il y a cycla- 
ge: bien que le problème (5.2) soit possible et que le programme x° 
ne soit pas optimal, la méthode du simplexe décrite au $ 2 peut cy- 
cler sur le vecteur z° en essayant indéfiniment un même jeu de bases. 

La pratique de la méthode du simplexe pour les modèles de phé- 
nomènes réels autorise à dire que la possibilité de cyclage est mini- 
me. 11 n'empêche que des mesures ont été prises pour que cette pos- 
sibilité ne se réalise jamais. 

On a mis au point des variantes simpliciales qui permettent 
d'éviter le cyclage. L'un de ces procédés utilise le fait que la dégé- 
nérescence du problème tient à une mauvaise position du vecteur b 
de (5.2) dans le cône engendré par les vecteurs {a!, a*, ..., ar 
(voir fig. 5.2). On y remédie en déplaçant un peu b de façon à le 
remplacer par b (e) spécialement choisi, ce qui rend le problème 
(5.2) non dégénéré. 

On ne se propose pas d’entrer dans le détail de cet artifice. Ci- 
dessous une autre façon d'approcher le problème de cyclage. 

2. On introduit la notion d’ordre lexicographique dans l’espace 
R'+ 1 

Soit & —= (&p, Aus - + «, An) € R'f1. On dit que le vecteur «& est 
lexicographiquement supérieur au vecteur nul de R'+1, et on note 
œ > 0, si « = 0 et &« a sa première coordonnée non nulle positive, 
i.e. ag > 0, avec U — min {j|a; #0}. 

Soit &« — (a, “res Gil Le vecteur & est dit lexicographi- 
quement supérieur à ‘a’, et on note &œ > «' + Si a —a > 0. Autre- 
ment dit, &œ > «' ia £a et ag > &o, Où g = min {j | a; # ai}. 

La relation > présente deux propriétés importantes : 

a) quels que soient &, &«' € R'r!, on a, ou bien « = «', ou bien 
&œ > «', ou encore &œ’ > &; | 

b) la relation > est transitive, i.e. si &« > &’, «’ > «”, alors 
&œ > «”. 
10® 
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On évite le cyclage si, après avoir choisi (par la règle 1) le vecteur 
a“ à faire entrer dans la base, on sélectionne plus rigoureusement le 
vecteur sortant (si la règle 2 le définit de façon non unique). 

On renforce donc les conditions imposées aux programmes de 
base de la méthode du simplexe. 


DeriNITiON 95.5. On dira que le programme de base x° est stric- 
tement réalisable si toutes les lignes &;, à € o (excepté «,) du tableau 
simplicial associé sont lexicographiquement supérieures à 0: &; > 0, 
2E 0. 


On conçoit qu’un programme z° non dégénéré est strictement 
réalisable (la première coordonnée &;, = x? > 0 de chaque vecteur 
@;j, iE ©, est positive). 

On admet que le programme de base initial z° est strictement 
réalisable. 


REGLE 2!. Si Le vecteur a* est à faire entrer dans la base (i.e. A, << 
<< 0), on prend la k-ième colonne a* du tableau du simplexe et toutes 
les lignes a; pour lesquelles «ir > 0. On choisit l'indice s tel que 


7 <a S, CO, ar > 0, Ayh >> 0, (5.33) 


Œsk 
et l’on fait sortir Le vecteur a‘ de la base. 


La règle 2! ne laisse aucun arbitraire sur le choix de s particula- 
risant le vecteur a* à faire sortir de la base. En d’autres termes, par- 
mi les vecteurs &;/&;, il y a exactement un vecteur minimal au sens 
de la relation >. En effet, tous les vecteurs a;, i € ©, sont linéaire- 
ment indépendants du moment que le rang de la matrice Y est 
égal à celui de la matrice À, i.e. au nombre m de lignes. 

Si l’on suppose l'existence de deux vecteurs lexicographiquement 
minimaux a@./asr et œil@ir, Cela signifie que «./a&sx = œil@ir, Ce 
qui contredit la propriété d’indépendance linéaire de «, et œi. 

TH£oreME 5.7. Si l’on agit par la règle 21, le nouveau programme de 


base x! est strictement réalisable (i.e. a; > 0, io!) et &o > @o- 

DEMONSTRATION. Comme as, > 0,a, > 0,onaac, = a las > 0 
(on utilise ici les formules (5.27) à (5.29)). Si à est tel que ax < 0, 
on a évidemment a.oun/asn < 0 et &œ > &; > 0. Si nr >> 0, alors 
par la règle 2la;/œix > aslasn, d'où alain > 0, ie. &y > 0. Cela 
étant, af— &o — Axalosx > & parce que Aulasr < 0, a, > 0. 


Le théorème 5.7 dit qu'à condition de commencer les calculs par 
un programme de base x° strictement réalisable, on trouve à chaque 
itération un programme strictement réalisable, et le cyclage ne se 
produira pas. En effet, si l’on suppose qu’au cours des itérations de 
la méthode simpliciale apparaît la suite des programmes strictement 


8 5] RECHERCHE D'UN PROGRAMME DE BASE INITIAL 149 


réalisables x°, z!,..., x1, . . ., alors @(9) < at) <...< al® .. 
par le théorème 5.7. La relation > étant transitive, «() < & <U, i.e. 


xt n'est égal à z° pour aucun gqg, d’où l’impossibilité du cyclage. 


& 5. Recherche d’un programme de base initial 


Dans deux paragraphes précédents, on a décrit la procédure fon- 
damentale de la méthode du simplexe, qui démarre à condition d’avoir 
un programme de base initial x° et la base associée añ, aï2, à 
..., aim, La recherche de x° consiste à trouver une solution non né- 
gative du système d’équations (5.2) Az = b, x > 0. La méthode du 
simplexe a ceci de particulier que ce problème est lui aussi suscep- 
tible de ladite procédure. 

On suppose, sans restreindre la généralité, que toutes les compo- 
santes du vecteur b second membre des contraintes du problème 
(5.2) sont non négatives: b > 0. En effet, si une composante b, 
quelconque est négative, il suffit de multiplier l’équation corres- 
pondante (a;, x) = b; par —1. 

Soit donc b > 0 et soit le programme linéaire à r + m variables 
sous forme canonique : 


MAX (— — Vo — eee — Um) 
VU, + Anti + Miele Fee. + Gin£n = di 
Ua + Anti + ons FF ++ À Gonln = a, (5.34) 


Um + Amili + Amole + .... + Amn£n — Dm: 
2120,j=1,2,..,n uw 2>0,i-=1,2,...,m. 


11 y a entre les problèmes (5.2) et (5.34) certaines relations. Le 
problème (5.34) a un sens: on vérifie sans peine que le vecteur 
(by, be, - . ., Dm 0, 0, . .., 0) respecte toutes les contraintes. La 
fonction économique est majorée par le nombre 0, si bien que le 
problème est possible (th. 3.1). Soit d la valeur de (5.34). Deux cas 
peuvent se présenter : d = 0, d << 0. 


TH£soreME 5.8. Si la valeur d du problème (5.34) est O, alors le 
problème (5.2) a un sens. Si d << 0, l’ensemble admissible de (5.2) est 
vide. 


Faisons l'hypothèse que (5.2) a un sens, et 
soit (x, 2°, ..., 2) un programme. Evidemment, le vecteur 


z — (0, O, , 0,27, 2, . .., 22) de dimension r + m vérifie tou- 
tes les contraintes du ‘problème (5.34), i.e. c’est un programme de ce 


problème, et la fonction économique vaut 0 sur z. Le programme z 
est donc optimal pour (5.34) et d = 0. D’autre part, si d = 0, alors 
U = Va =... —= Um — 0 pour toute solution (uw, Us, . - ., Um, 
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Lis Los + + + Zn) du problème (5.34), donc le vecteur (x,, z:, ... 
-, Zn) est un programme de (5.2). 


Le résultat démontré implique qu'à force d’aborder le problème 
auxiliaire (5.34), ou bien on trouve un programme de (5.2), ou bien 
on établit l’incompatibilité du système de contraintes de ce dernier 
et, partant, de ce problème même. 

Le problème (5.34) se distingue essentiellement par le fait qu’on 
indique de suite pour lui le programme de base initial. En effet, le 
vecteur (b, 0) = (b,, b:, . .., bm, 0, 0, ..., O0) satisfait à toutes 
les contraintes du problème, et le système de vecteurs unités 
ul, vu”, ..., uv” de R’” constitue la base associée. On vérifie aisé- 
ment que (b, 0) est un programme strictement réalisable. On a 


(© À 0 = (b;, 1, 0, . + UETE Œio) ._ ee, Ain)» 
eo = (ba, 0, 1, Her 4 0, VESTE Œao) . es ü:;); 


Emo — (Om; 0, 0, A. 1, Ami: Am2: ru Amn)- 
Etant donné b; > 0, i = 1,2, ..:, m, la première coordonnée non 
nulle de chaque vecteur &; est positive, i.e. &; > 0, i = 1,2, ...,m. 


La matrice des contraintes du problème (5.34) est évidemment de 
rang m, si bien qu’on applique la procédure simpliciale améliorée et 
la règle 2! encore que le problème puisse être dégénéré. 

11 y a lieu de dire de plus qu’on n’a pas dès la première itération 
à résoudre les systèmes d’équations pour définir les valeurs «;;, 
j=1,2,...,n, car ces nombres coïncident dans ce cas avec les 
coordonnées des vecteurs @: Gi = Gp = 1, 2,...,m, j = 
—L:2 n. 

Si le problème (5.2) a un sens, la résolution de (5.34) est finie 
avec un vecteur de la forme (x,, Zoe, . - ., Zn, O0, . . ., 0) de dimen- 
sion z + m. Comme on a commencé les calculs avec le programme de 
base strictement réalisable (b, 0), une propriété de la méthode du 
simplexe veut que la solution obtenue soit un autre programme de 
base strictement réalisable. Le procédé de résolution consiste à 
faire sortir les vecteurs vi des bases associées aux programmes de 
base successifs et à les remplacer par les vecteurs aû, aî?, . aïl, 
Ceux-ci sont linéairement indépendants en tant qu éléments de la 
base relative à un programme de base. 

On a nécessairement ! — m pour (5.2) non dégénéré. Car si l’on 
a, par exemple, L<<m, cela veut dire en particulier qu'à part 
añ, ai, ..., ail, la base associée à z° intervenant dans le proble- 
me (5.34) contient des vecteurs vi. On sait que, dans la méthode sim- 
pliciale, on aborde le problème (5.2) à condition que seuls figurent 
dans la base relative au programme initial x° les vecteurs-colonnes 
de la matrice À, si bien que le passage de (5.34) à (5.2) exige qu’on 
en chasse les vecteurs vi, quand ils y existent. 


$ 5] RECHERCHE D'UN PROGRAMME DE BASE INITIAL 451 


Deux cas sont à envisager. 

1) Si le rang de À est égal à m, on arrive toujours à faire sortir 
tous les vi de la base mentionnée parce que tout système libre de m 
colonnes de la matrice À est une base dans R”. On procède comme suit. 

On suppose que la base associée à z° renferme les vecteurs 


a, ait, ..., ait plus les vecteurs v!, v?, ..., 1"! Prenons la 
décomposition dans cette base de la colonne j de À: 
1 ml 
a? = S @rjair + > Bijv'. (5.35) 
r=i re | 


Si tous les nombres ;;, 1 < i < m — L, sont nuls pour chaque 
j, I+1<j<n, toute colonne a? de la matrice À s'exprime en 
fonction des colonnes air, r — 1, 2, ..., L. Or, la chose est impos- 
sible du moment que À est de rang m >> L. On trouve donc des indi- 
ces k, lt 1<Sk<Ln,ets,1<s< m — 1, tels que B,, = 0. Cela 
signifie, selon le lemme 5.1, qu’on fait entrer a* dans la base à la 
place de v* par le procédé simplicial. Cela étant, le programme de 
base z° ne varie pas. En effet, si l'on définit le nombre 8 par la règle 2 
(ou par la règle 2!), on a 0 — 0 vu que z} = 0 (les coordonnées non 
nulles de z° correspondent aux colonnes air, r — 1, 2, ..., l, et 
non à v'). Avec le procédé mentionné, on forme pour z° la base cons- 
tituée de m vecteurs-colonnes de À. 

2) Si À est de rang hk, 1 < h << m, on opère comme décrit dans le 
numéro précédent, et cela tant que la base associée au programme de 
base ne contient pas exactement À vecteurs-colonnes de la matrice À. 
Soient a!, a, ..., a ces colonnes, auquel cas toute colonne a? de À 
s'écrit comme combinaison linéaire des a', à — 1,2, ..., k. L'uni- 
cité de la décomposition dans une base de R’” fait que tous les nom- 
bres B;,. à — 1, 2, ..., m—l, j — 1, 2,...,n, de (5.35) (où 
l'on pose ! = h) sont nuls. 

On montre que toutes les contraintes de numéro i = L + 1, ! + 
+ 2, ..., m, du problème (5.2) sont alors « superflues », i.e. 
l’équation (a;. x) = b, est pour L + 1 < i L m une conséquence de 
1 premières équations contraignantes du problème (5.2). En effet, 
les vecteurs a!, a?, ..., at, v+1, ..., vu" constituent une base dans 
l’espace R”', et le déterminant formé de leurs coordonnées est donc 
non nul: 


Qi: yo .<.. Cr 0 O0 ... 0 0|Æ 0. 
Qy+4,a Gitt,2 --- it, 1 4 0:25. 0 0 


dus “Os Lise Gr. 100! ::5 0. À 
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Par conséquent, les vecteurs a; — (@yy, Ga, . - ., Gi), Ga = (Gas, 
oo + + en Gop)s + + + A = (y, Go, + + +, An) Sont linéairement in- 
dépendants, i.e. ils forment une base de R', et les vecteurs a; — 
= (dy, Go, . ... au), It{<i<m, s'expriment en fonction 


d'eux. Soit a; = È ra Il+tTIi<i<m, ou 


dj; — + Vridrjs ] = 1, 2; “ss de (5.36) 
En outre, on obtient pour j > L à partir de (5.35) 
L 
dij— 2 Œkjlih (5.37) 


quel que soit ë. Dans le cas ? + (= i L m, on utilise (5.36) et on 
substitue dans la formule ci-dessus es Drecion de a;», il vient 


l l 
di — 2 ŒhJ » Vridrns j=l+A, +2, ...,n, 
Rk=1 r= 1 


_ l l 
di; — à Yri 2 Œhjlrh = 2 VriGrj- (5.38) 
(Ici on s’est servi de (5.37).) 
Finalement, 
ay= à VrjAris 1=1; 2: sua l, L+ 1, ss. 1 


(voir (5.36) et (5.38)). Cela signifie que a; — S Yri rs i.e. la i-ième 


ligne de À est pour + 1< i < m une conbuison linéaire des / 
premières lignes de cette matrice. Si le problème (5.2) a un sens, 
l’ensemble admissible du problème ne varie donc pas en biffant 
toutes les lignes d’indices supérieurs à / de À. 

On se rappelle notre convention que la base associée au program- 
me de base initial x° a pour éléments plusieurs premières colonnes 
de À et plusieurs derniers vecteurs unités de l’espace R”. On peut 
cependant dire en général que si l’on n’a pas réussi à faire sortir 
certains v' de la base relative à z° obtenue à partir du problème 
(5.34), alors on supprime dans (5. 2) les contraintes de mêmes indi- 
ces que vi restants, et la matrice ainsi formée a ses lignes en nombre 
égal à son rang. 

Ainsi, le problème auxiliaire (5.34) permet non seulement de 
trouver le programme de base initial de (5.2), mais aussi ses contrain- 
tes linéairement indépendantes. 


S 6] RÉSOLUTION NUMERIQUE DES PROGRAMMES LINBAIRES 153 


On applique ensuite la méthode du simplexe valable pour le cas 
où le rang de la matrice À est égal au nombre de ses lignes. 

Avec le tableau simplicial formé à la dernière itération, on écrit 
de suite le tableau de départ pour le problème principal (5.2); il 
suffit de supprimer les colonnes v!, 1”, . . ., v" associées aux varia- 
bles auxiliaires w,, Le, . . ., Um et de remplacer la ligne des zéros 
par la ligne A dont les éléments sont calculés moyennant les for- 
mules (5.17). 


$ 6. Un exemple de résolution numérique 
des programmes linéaires 


On a déjà dit que seuls les ordinateurs sont à même d'aborder les 
problèmes de programmation linéaire qui se posent lorsqu'on étudie 
les phénomènes réels sur des modèles. Tous les centres de calcul im- 
portants possèdent des programmes universels de la méthode simpli- 
ciale pour des problèmes assez gros. 

Notre but dans ce chapitre n'est pas de donner des recettes pour 
élaborer des programmes de mise en œuvre de la méthode simpliciale. 
On veut décrire des idées de base de ce procédé afin que les lecteurs 
puissent manipuler en connaisseurs les programmes disponibles et 
discerner les écueils à éviter. 

La méthode simpliciale donne lieu à de nombreuses variantes qui 
permettent, par exemple, de tenir compte des contraintes bilatéra- 
les du type a < zx; << b imposées aux variables z;, i = 1,2, ...,n, 
sans les incorporer dans la matrice des coefficients, de chercher d’une 
autre manière le programme de base initial, et ainsi de suite. Quand 
on connaît la procédure de base de la méthode du simplexe, on 
s’oriente plus rapidement parmi ces procédés multiples et on les 
utilise au mieux. 

On illustrera les concepts traités dans les paragraphes précé- 
dents sur l’exemple d’un programme linéaire simple. 

On prend le problème (5.5) qu’on rend plus compliqué par ad- 
a d’une contrainte, somme de toutes les contraintes du pro- 

lème : 


max (rx, + 3x, + 2x, + 4x4 + x) 


—Z, + Ars + 3x 2 
27 + 3re + rs + 92 — zs = 3, (5.39) 

T1 + OTe + Ts + 2za rs — 2, 

2x, + Or: + 8xs + 107, 1, 


z,>0,j=1, 2, 8, 4, 5. 
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On cherche d’abord un programme de base initial à l’aide du 
problème auxiliaire 


MAX (—U, — Us — Us — Vs) 
Un — T1 + 4%s + 87 = 2 
Vo + 27 + Ste + Srs + OTs — Ts = 3, (5.40) 
Us + Li + Ole + 23 + 27 + 2 = 2 
Ua + 271 + 6x, + 8x, + 107, = 7 
2,2>0,j—=1,2,8,4,5;v>0, i — 1,2, 3, 4. 


On choisit Nr programme de base de départ de ce problème 
le vecteur (2, 3, 2, 7, 0, O0, 0, O, 0) associé à la base v!, v*, v*, vit. Les 
nombres @;j, 1 < i< £ À, 1 < j LI, sont les coordonnées des vec- 
teurs-colonnes a de À et des vecteurs vi. 

On applique la méthode simpliciale au problème (5.40). On trou- 
ve les paramètres de la première étape dans le tableau 5.1 dont les 
colonnes contiennent les coefficients des vecteurs décomposés dans 
la base du programme de base. Les colonnes a? représentent les nom- 
bres œy, 1<i<4,1<j< 5, et la colonne b renferme les coeffi- 
cients de b représentés dans | la base, i.e. les coordonnées non nulles 
du programme de base. On trouve dans la ligne symbolisée par A 
les nombres A; 


Tableau 5.1 


PRENIÊRE ITÉRATION. On peut faire entrer le vecteur a! dans la 
base parce que —4 << 0 (règle 1). Parmi les nombres an, 1 < i < 4, 
seuls Go = 2, &sy = 1, àyy = 2 sont positifs non nuls. On construit 
les vecteurs @;/@:1 : 


ol, — (3/2, O, 1/2, 0, 0, 1, 3/2, 3/2, 5/2, —1/2), 
&s/as = (2, 0, 0, 1, 0, 1, 3, 1, 2, 1), 
as/ay = (7/2, 0, 0, O0, 1/2, 1, 3, 4, 5, O). 
Le vecteur minimal au sens de la relation > est &./«,, dont la pre- 
mière coordonnée est inférieure aux premières coordonnées des au- 


tres vecteurs. On pose s = 2 (l’élément correspondant est suivi d’un 
astérisque) et on fait sortir de la base le vecteur s*. Cela étant, 80 = 
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— 3/2. On effectue les calculs par les formules (5.27) à (5.29) et on 
trouve un nouveau programme de base et une nouvelle base. 

Le tableau 5.2 donne les résultats de la première itération. On a 
passé du programme (2, 3, 2, 7, O0, O, O, O, 0) du problème (5.40) et 
de la base v!, v*, v*, v* au programme (7/2, O, 1/2, 4, 3/2, 0, 0, O, 0) 
et à la base v!, al, 1°, ut, la valeur de la forme linéaire ayant aug- 
menté de 6. 


Tableau 5.2 


DEUXIÈME ITERATION. On a —6 << 0, et on fait donc entrer a° 
dans la base. Cela étant, 60 — min {7/3, 1, 1/3, 4/3} = 1/3. On at- 
teint ce minimum pour s = 3, si bien qu’on sort v* de la base. Les 
résultats de l’itération sont représentés dans le tableau 5.3. 


Tableau 5.3 


Ainsi, on a obtenu le nouveau programme de base (3, 0, 0, 3, 1, 
4/3, 0, 0, 0) associé à la nouvelle base v!, a!, a, vi. La valeur de la 
fonction économique a augmenté de 2. 


TROISIÈME" ITERATION. Comme —12 < 0, a$ est introduit dans 
la base, et 60 — min {1/2, 1/2, 1/2} = 1/2, i.e. le minimum est réa- 
lisé par trois indices 1, 2, 3 à la fois. On forme les vecteurs 


ax/ays — (1/2, 1/6, 1/6, —1/6, 0, 0, 0, 1, 1, —1/3), 
Gal@s = (1/2, O0, 1/2, O, 1/2, —1/2, O, 1,2, 0,1, 3/2, —1), 
a/@as — (1/2, O, O, —1/3, 1/6, 0, 0, 1, 1, —1/3). 
Le vecteur a&/a;s étant minimal au sens de la relation >, on fait 
sortir v* de la base. 
Chose à noter, si l’on sélectionne n'importe quel indice réalisant 


le minimum de la relation > pour &, > 0, on peut tomber par ha- 
sard sur a?, ce qui n’est pas dans nos intentions du moment que nous 
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voulons remplacer les vecteurs v' de la base. Pour les résultats de la 
troisième itération, voir le tableau 5.4. 


Tableau 5.4 


Le nouveau programme de base est (0, O0, O, 0, 0, 1/2, 1/2, 0,0) et 
la nouvelle base v!, a, a°, a. La forme linéaire a augmenté de 14. 

Le programme est optimal pour le problème auxiliaire (5.40), 
et x° — (0, 1/2, 1/2, O, O) est donc un programme réalisable de (5.39). 

Le vecteur cv! de la base relative à x° ne saurait être remplacé ni 
par a* ni par a’. En effet. le coefficient de v'! dans la décomposition 
dans la base associée à z° de tout vecteur a? vaut 0. Cela signifie (voir 
$ 4) qu’on peut supprimer la première équation du système de con- 
traintes de (5.39) qui est superflue, et le rang de la matrice devient 
égal au nombre de lignes. 

S'agissant du tableau 5.4, on doit rejeter la ligne et la colonne 
relatives au vecteur v!. 

On passe au problème (5.39). Il faut calculer A; par les formules 
(5.17) et remplacer en conséquence la ligne À du tableau 5.4 (voir 
tabl. 5.4 *). 


Tableau 5.4* 


PREMIÊRE ITÉRATION. Comme —1 << 0, le vecteur a* est introduit 
dans la base. Cela étant, 6 — min {0, 1/2}, et c’est a! qui est à faire 
sortir de la base. Les résultats de l’itération sont donnés dans le 
tableau 5.5. 


Tableau 5.5 


b v? uv vi a° ai a 
A\ 9/2 1 1/3 | —1/6 0 () 0 — 5/3 
ai 0 1 —1;3 | —1,3 () (9) 1 — 4/3 
ai 1/2 | —1/3 9,9 1/18 1 (4) 0 8/9 
a 1/2 — 1 0 1/2 0 1 0 1° 
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Le nouveau programme de base x! — (0, 1/2, 1/2, O, 0) (on omet 
les valeurs des variables auxiliaires) et la base associée est at, a°, a. 


DEUXIÈME ITÉRATION. On a —5/3 << 0, si bien qu’on fait entrer 
aÿ dans la base; 6 — min {9/16, 1/2}, et on sort donc de la base le 
vecteur a° (voir tabl. 5.6). 

Ainsi, le nouveau programme de base est z° — (0, 1/18, 0, 2/3, 
1/2) et la nouvelle base a pour éléments af, a*, aï. 


TROISIÈME ITÉRATION. On a —2/3 << 0, et on fait rentrer dans la 
base le vecteur a!; 6 — 1/16. Par conséquent, le vecteur a° est à 
faire sortir de la base (voir tabl. 5.6). 


Tableau 5.6 


vi a! 
2/3 —2/3 
1/3 —1/3 


—1/18 | 8*/9 
1/2 —1 


Le programme z° — (1/16, O, 0, 11/16, 9/16) est' optimal, et la 
valeur maximale de la fonction économique est 27/8 (voir tabl. 5.7). 


Tableau 5.7 


$ 7. Méthode révisée du simplexe 


La simplicité des calculs à chaque étape de l’itération constitue, 
on l’a dit, la propriété fondamentale de la méthode du simplexe, qui 
en garantit l’efficacité. La rapidité d’action est suffisamment grande 
pour permettre, compte tenu des possibilités des machines modernes, 
de résoudre avec succès les programmes linéaires de grande dimen- 
sion. La rapidité d'action n'est d’ailleurs pas le seul facteur décisif. 
Le volume de la mémoire interne joue en l’occurrence un rôle im- 
portant. 

Contrairement à la mémoire longue, la mémoire interne contient 
les paramètres qui sont traités à l’instant même. Et c’est justement 
son volume qui est le point le plus sensible des ordinateurs modernes. 
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Dans la méthode du simplexe, on garde dans la mémoire interne à 
chaque itération gqg le tableau %(®9 à (m + 1) (nr + 2) nombres. 
Voyons s’il est nécessaire que la mémoire contienne le tableau tout 
entier. 

L'itération consiste essentiellement à construire une nouvelle 
base. A cet effet, on doit connaître l’indice k, A4 << 0, (pour déter- 
miner le vecteur a* à faire entrer dans la base) et les vecteurs «", 
a° (pour trouver l’indice s qui particularise la colonne a‘ à éliminer 
de Ja base). 

Les formules (5.27) et (5.28) donnant æœ* et «° correspondant à 
la nouvelle base ne renferment elles aussi que les composantes des 
vecteurs «* et «°: 


y — Gog y = dj — ee Gsjo ik, 
pour j = 0, j = k. 

Si l’on veut définir le vecteur À par la formule (5.29), on doit 
connaître la ligne s de la matrice %. Le numéro s étant inconnu, on 
dirait qu'il faut disposer de 9 tout entière. 

Prenons la représentation de À et À au moyen des vecteurs p° 


et p!: 
= (4:!)'©, (5.41) 
A; an (a?, p°) — Ch j + 1, 2, ..) RP; (5.42) 
Pere 
Aj= (@, p})—c;,, j=1,2,...,n. 
On admet que la matrice À se trouve dans la mémoire longue et on 
organise les calculs comme suit. 
On connaît le programme de base initial zx°, la base associée 
aïi, ai, ..., aim et la matrice A;7. 
ÉTAPE PREMIÈRE. Calculer p° par les formules (5.41). 
ETAPE 2. Prendre de la mémoire longue le vecteur a, j & o (o = 
—= {lis dos + + +; m}) et calculer A; moyennant (5.42). Si A, < 0, on 
admet que j — k et on passe à l’étape suivante. Si A, > 0, on prend 
æ,jé ©, suivant. Finalement, ou bien on trouve un k, k é ©, tel 
que Az << 0, ou bien on établit que tous les A, > 0. Le dernier ré- 
sultat signifie que z° est un programme optimal, i.e. on stoppe le 
processus. 
EraPre 3. Calculer le vecteur &* = A°la* et trouver l'indice s 
moyennant la règle 2 et le vecteur &. 
ETAPE 4. Transformer la matrice A! et le vecteur a° par les 
formules 
A°1 LE Q”1 A5!, a? — Q-1a, 
i.e. par la formule (5.28) où l’on calcule seulement les coordonnées 
&ij, j E 0, de la ligne «;, et non toutes les (œjo, Œyis + + + Gin) 
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Retour à l’étape première. 

La procédure décrite s’appelle la méthode révisée du simplexe. 
Son caractère distinctif est que la mémoire interne renferme 
(m + 1) m nombres (éléments de 4°} et vecteur a°); on calcule en 
général certains A; et non tous. 


Exercices 


1. Soit X = {x | Az = b}, Q une matrice carrée non dégénérée qui a au- 
tant de colonnes que la matrice À a de lignes, X = {x | QAz = Qb}. Démontrer 


que À = À. . ; | : | 
2. Prenons deux systèmes réduits d'équations de nr variables 


a) ti+ D QT = Lis CO, 
J€0 


b) x; F2 Bit; = Bio Ÿ EG. 


On suppose que les systèmes sont équivalents, i.e. ilsont un même ensemble 
des solutions. Démontrer que a;; = h;;, j Ew, iCo. 

3. Soient X l'ensemble des vecteurs réalisables d'un problème de program- 
mation linéaire et {c, x) la fonction économique. Si (ce, xl) >> (ce, r°), il existe 
dans une région arbitrairement petite autour du point z° un point x € X tel que 
(e,z)> (c, r°). Démontrer. INDICATION. Prendreun pointz = œrl + (1 — «&) z°, 
où 0O<a< lt. 

4. Montrer qu'un extrémum local dans un problème de programmation 
linéaire est un extrémum global. INDICATION. Utiliser l’'exer. 3. 

5. Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que deux varié- 
tés linéaires P, = xl + L, et P, = r° + L, soient égales est L, — L, et 
z'— 1 € L.. 

6. Doté que si le problème 


max (c, x) 
Az=0, z>0 


est possible, alors z = 0 en est une solution. 
7. Montrer que dans le cas dégénéré la condition du théorème 5.4 n'est pas 
Door pour qu'un programme de base soit optimal. Prenons donc le pro- 
ème 


max z; 
DnHzz=iÂ, 2+z3=0, m>0, 1r:>0, z3> 0. 


8. Soient X l’ensemble admissible du problème (5.2) et x? € X. Une direc- 
tion s = (sr Sas + + + Sn) est dite admissible au point z° si z° + Às € X pour 
À > 0 suffisamment petits. Montrer que s est admissible en z° si et seulement si 
As = 0, s;2>0 pour 8 =0,j=1,2,...,n. 

9. Démontrer que pour que z° € X soit un programme optimal du problè- 
me ve il faut et il suffit que (ce. s) << 0 pour toute direction admissible au 
point 7°. 

10. Démontrer que z° € X est un programme optimal du problème (5.2) si 
et seulement s’il existe des vecteurs p° € R7' et w € R? tels que c = A'p° — w, 
w>0, (1°, w}= 0. INDICATION. Utiliser l'implication As = 0, (s, ei) > 0 
pour chaque j tel que z$ = 0 = (c, s) < 0 et le théorème 2.27. 

11. Démontrer le théorème : si le vecteur A est non négatif, alors x° est une 
solution du problème (5.2). INDICATION. Utiliser les exercices 8 à 10. 


CHAPITRE VI 


MÉTHODE DUALE DU SIMPLEXE 


On a justifié la méthode simpliciale en recourant entre autres 
aux relations entre un primal et son dual. Ces relations aidant, on 
propose d’autres schémas de calcul pour le problème sous forme ca- 
nonique. 

On expose dans ce chapitre la méthode duale du simplexe qui 
consiste en fait à appliquer la procédure du simplexe au problème 
dual, et la méthode duale sous forme lexicographique. Les deux pro- 
cédés ont beaucoup de points communs, mais leurs « zones d’influen- 
ce » ne sont pas les mêmes. Ainsi, on utilise le premier procédé 
dans le cas où l’on aborde de proche en proche plusieurs programmes 
linéaires dont les contraintes deviennent chaque fois plus nombreu- 
ses. Quant à la seconde technique, elle présente le même avantage 
tout en étant un peu plus commode en programmation linéaire en 
nombres entiers (voir ch. VII). 


$ 1. Pseudo-programmes et règles de la 
méthode duale du simplexe 


1. On rappelle qu’on construit au cours des itérations successi- 
ves de la méthode simpliciale une suite de programmes zx, x!, 


.., Æ7, ... du problème canonique étudié. On lui fait correspon- 
dre par la formule p = (A5) cg la suite de vecteurs p°, p', .. 
+ De . dont chaque élément est « presque » une solution réali- 


sable du dual en ce sens que p? respecte les contraintes associées 
aux vecteurs de base du programme de base courant x? du primal. 

Dans la méthode duale du simplexe, on forme une suite de vec- 
teurs 2°, zi, ..., x, ... dont chaque élément est « presque » une 
solution réalisable du problème (5.2) en ce sens que zx? peut ne pas 
remplir la condition de non-négativité. Chaque terme de la suite 
correspondante p°, p', ..., p%, ... est un programme du dual. 
Dès qu’on obtient à une itération zx? non négatif (i.e. un programme 
de (5.2)), x? est automatiquement optimal. 

2. On expose la méthode duale du simplexe pour le problème sous 
forme canonique 


max (c, x) 


Az =b,z>t(. 0 
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La matrice À est supposée de rang m, m étant le nombre de lignes 
de À. 


DérinITioN 6.1. Un vecteur x = (z,, z:, . . ., z,) vérifiant le 
système Az = b s'appelle vecteur de base pour le problème (6.1) si le 
système de vecteurs-colonnes de À associés aux coordonnées non 
nulles de x est linéairement indépendant. 


Faites attention: un vecteur de base d’un problème n’en est en 
général pas un programme. 


DEFINITION 6.2. On appelle base associée à un vecteur de base x 
tout système libre de m vecteurs-colonnes de À qui comprend toutes 
les colonnes correspondant aux coordonnées non nulles du vecteur x. 


Soit z° un vecteur de base de (6.1) et 
{añ, aiz, ..., aim} (6.2) 
la base associée. On reprend les notations déjà connues 
O = {jy des © 1 Émis Co = (Ciys Cie = + + Cimhs 
To = (Lis Lies + + +1 Lim}r A o = (a, ai, ..., aim). 


On fait correspondre à z° le vecteur m-dimensionnel 


PA = (Ac) "Co: (6.3) 
DeriNITioNi6.3. Le vecteur de base z° est un pseudo-programme si 
A'p° > c. (6.4) 
On associe à la base (6.2) relative à z° la matrice 
=(T Ci. Cie 3 . 
VU OO ait aïr ... aim 


et le tableau simplicial Y — B:5'4, où À est, on le rappelle, de la 


forme 
ms. TOC Cr 22 © 
3 { : n | 
b at a? ... a” 

La seule différence par rapport au tableau analogue du chapitre V 
est que le vecteur &° = x2 n’est pas assujetti à la condition de non- 
négativité. 

On à (@o1s Gozs : + +» Œon) = À’p° — c (voir n° 3, $ 2, ch. V). 
Il en résulte que zx° est un pseudo-programme si et seulement si 
y > 0, D— dl 2. ... À. 

_ La relation (5.31) entre les vecteurs z° et p° donne une condition 
nécessaire et suffisante d’optimalité du pseudo-programme z°. 
11—0870 
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TH£oreME 6.1. Pour qu’un vecteur de base x° soit un programme opti- 
mal du problème (6.1), il faut et il suffit que x° soit un pseudo-pro- 
gramme et qu'il vérifie la condition de non-négativité x° > 0. 

3. Soit z° un pseudo-programme. Si l’on se donne l’ensemble 0! 
des indices des variables de base qui diffère de © par un seul élé- 
ment, alors on passe par les formules du ch. V à un nouveau vecteur 
de base zx! et au tableau correspondant Y. 

Dans la méthode simpliciale, on exigeait que x! soit un program- 
me du problème (6.1), i.e. &;o > 0, i E o!, pour formuler ensuite 
les règles principales présidant au choix des indices et s. S’agis- 
sant de la méthode duale, on veut que le vecteur p! = (Alh:)-'c a 
constitue un programme du problème dual, i.e. «,;> 0,j = 1,2,... 

. n,et que zx! soit donc un pseudo-programme de (6.1). 


REGLE 1 *. Si la s-ième coordonnée «., du vecteur «° est négative, 
i.e. x? << 0, alors a’ est à faire sortir de la base (6.2). 


Quelle est la règle donnant le vecteur a* à faire entrer dans la 
base ? On se rappelle que 


= Œok . 
oi = Los — Aa 1=1; 2; sn; 


par la formule (5.29). Aussi on a &,; > 0, j = 1,2, ..., n, sous la 
condition nécessaire 


> Gjr j=i, 2 sn. (6.5) 
Cela étant, on énonce la 


REGLE 2 *. Si l'on choisit le vecteur a‘ pour sortir de la base, on 
prend le vecteur «., ligne du tableau simplicial X, et on cherche tous 
les indices j, 1 << j < m, tels que a; L 0. Soit J = (j]a,; < 0} 
et kEJ tel que 

Th — max LA, 
sk jeJ La 


Le vecteur a“ est à faire entrer dans la base. 


Selon cette règle, on n'introduit dans la base que les vecteurs 
hors base parce que si j € ©, alors «,; = 0 pour j £set «., = 1, 
ie. as; >0,j€. 

Quelle est la différence entre 1*, 2*, d’une part, et les règles 1 
et 2 de la méthode du simplexe, de l’autre ? Primo, l’ordre des vec- 
teurs à faire entrer et sortir de la base n'est plus le même. Secundo, 
la règle 2* traite les éléments négatifs de la ligne s, tandis que ce 
sont les éléments positifs de la colonne * qui figurent dans la règle 2. 

J1 se peut que la règle 2* soit inopérante (tous les &,;, j = 1,2,... 

.., A, Sont non négatifs). Dans ce cas, on arrête la méthode car on 
a le 
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TH£soreME 6.2. Sias < Ù (i. e. zs LO)eta,; > 0, 1—=1;2, 
.., n, alors le problème (6.1) n'a pas de sens, i.e. l’ensemble x de ses 
solutions réalisables est vide. 


DEMONSTRATION. On suppose qu’il existe un programme z du pro- 
blème, i.e. ÀÂz = b. Selon (5. 11), A, = b, ïi.e. A;'4x — co. On 
déduit de (5.13): Asa = a, j — 1,2, ..., n, ce qui signifie que 
la s-ième ligne (4:'4), de la matrice 4:14 est 


(Ac A)s = (@srs Uugs + + +» Œn). 


D'où Gps = D a,tj: contradiction car «,., <0,7,>0,ay > 
j=i 


DANS EE PRE 


TH£OREME 6.3. Si le problème (6.1) a un sens, le vecteur x° est un 


pseudo-programme et l'indice k est choisi par la règle 2*, alors a; > 0, 
j—=1,2,...,n, i.e. le vecteur x! correspondant au nouveau tableau 


simplicial Y est ur pseudo-programme. 


DEMONSTRATION. Etant donné «&,; > 0, j = 1, 2, ..., rn (car x° 
est un pseudo-programme), l’inégalité (6.5) est évidemment véri- 
fiée pour «,; > 0 vu que «x << 0. Si &,; << 0, alors (6.5) est équi- 


D] 


valente à i< <= , inégalité juste du moment que k est choisi 
conformément à à 9 


On identifie les valeurs de (ce, z'het (c, x°). On a &oo = (C, xt} 

par définition d’un tableau du simplexe. On tire de (5.29) 
di — Lo — Lso: 

Onaa,o <0,asr << 0, or > 0, si bien que Lo on i-B. (C, xt < 
< (c, 2°). Si œor >> 0, alors (c, x!) << (c, z°}), et si @œor — 0, la 
valeur de la forme linéaire ne change pas avec le passage à une nou- 
velle base (à un nouveau pseudo-programme): la situation rappelle 
la méthode simpliciale appliquée à un problème dégénéré. 


&. DeriniTion 6.4. Un pseudo-programme z° est dit mag dégénéré 
si l'on amy>0pou jé 0, 1<j<n. 


Cette définition signifie, en termes de problème dual, que par 
définition 6.3 le vecteur p° satisfait à (4A’p°); = c;,j € o. Le pseudo- 
programme z° est non dégénéré si (4 "p°)s > cy pour tous les indices 
jé o restants. Géométriquement, si z° est un pseudo-programms, 
alors p° est un point extrême de l’ensemble P des vecteurs réalisa- 
bles du problème dual (5.30). Cela résulte du théorème 2.18 parte 
que À, est une sous-matrice du support du programme p°, si bien que 
le rang de la matrice-support de p° est égal à m. Aussi la contrain- 


11° 
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te (ak, p) = c, n’est pas nécessaire pour donner le point extrême 
p° si (4’p°),; = c, pour 4 € o. Dans le cas où tout point extrême p° 
du polyèdre P appartient, par exemple, exactement à m hyperplans, 
(@ , p°) = c;, cela ne peut avoir lieu. 


Derinrrion 6.5. Le problème (6.1) est dit dual-non dégénéré si 
chaque pseudo-programme de (6.1) est non dégénéré. 


Avec cette définition, on énonce le 


TH£oOR£ME 6.4. Si le problème (6.1) est dual-non dégénéré, avec la 
méthode duale du simplexe appliquée une première fois au pseudo- 
programme 1°, on aboutit en un nombre fini d'itérations soit à la va- 
cuité de l’ensemble admissible du problème, soit à un programme op- 
timal.. 


L’affirmation découle de suite des résultats précédents, du fait 
que les points extrèmes de l’ensemble P des programmes du dual 
sont en nombre fini et de l'impossibilité du cyclage (la valeur de la 
fonction économique (c, x) d’un problème dual-non dégénéré dé- 
croît d’un pseudo-programme à l’autre). 

5. Faisons une remarque en ce qui concerne la recherche du pseu- 
do-programme initial. Nous ne puiserons à la théorie de la métho- 
de duale que pour décrire un algorithme de la programmation linéai- 
re en nombres entiers, dont l’idée de base est de résoudre plusieurs 
problèmes successifs, chaque problème étant obtenu à partir du 
problème précédent par adjonction d’une nouvelle contrainte. Dans 
ce cas, la recherche d’un pseudo-programme de base ne présente au- 
cune difficulté si l’on suppose que la solution du problème de numé- 
ro 1 est déjà trouvée, disons, par la méthode simpliciale (voir $ 2). 

Plus loin nous reviendrons sur la recherche des pseudo-program- 
mes initiaux et les problèmes duals-non dégénérés ($$ 4 et 5). 


$ 2. Méthode duale du simplexe 
pour un problème avec contrainte additionnelle 


Soit z* un programme de base optimal du problème (6.1). On 
ädjoint aux contraintes de (6.1) une contrainte de type inégalité: 


nez {c, z) (6.6) 
Az, = b, 
F (Gm+is T) < Om Z > 0, (6.7) 


où Œm+i = (Gm+11s Em+t.es + + <> Em+in)s Om+, est un nombre. 
:” Si z* respecte (6.7), alors c'est un programme optimal du problè- 
me (6.6), (6.7) du moment que le fait d'introduire une nouvelle 
contrainte réstreignant l’ensemble des solutions réalisables ne peut 


[S 
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que diminuer la valeur maximale de la fonction économique. Si 
(Gm+1s T°) >> Om+r1, alors z* n'est pas un programme du problème 
augmenté, si bien que la résolution de celui-ci appelle des calculs 
supplémentaires. On montre que le volume de calculs se trouve 
sensiblement diminué par application de la méthode duale du sim- 
plexe. 

On met notre problème sous forme canonique par adjonction de 
la variable d'écart x,+,: 


max (c, zx) 
(6.8) 
Az = b, 
(Am+1r T) + Tn+1 = mir T > 0, zn41 > 0. (6.9) 


On montre que tout programme optimal z = (ns Los Zn 
Zn +1) du _ problème (6.8), (6.9) correspond au programme optimal 
Z = (Zi, Ze, - . … Zn) de (6.6), (6.7). En effet, si z est un programme 


du problème (6.8), (6.9), alors x en est un de (6.6), (6.7). D'autre part, 
si z” — (Z;, Z:, . .., æn) est un vecteur réalisable quelconque du 


premier problème, alors z' = (z,, . ss Zns Om+1 — (Am+1 Z’)) est 
un programme du second, donc (ce, x) > (c, x’). 
On note que  — (x! ZŸ, Oni1 — (Gm+1 Z*)) est un 


vecteur de base pour (6. 8), (6. 9) ae que z* est un vecteur 
de base de (6.1). En effet, z* vérifie toutes les contraintes de type 


égalité, et la seule coordonnée négative est z5}1 — bm+1 — (@m+1 
z*). Cela étant, si {añ, aï:, ..., aim } est la base relative à z*, 
alors le système de vecteurs de dimension m + 1 


LE) (CN eus 


est manifestement la base associée au vecteur z*, i.e. celui-ci est de 
base. 


On construit le tableau simplicial pour la base donnée à 
l’aide de la remarque à la fin du n° 1, $ 3, ch. V (qui dit que les 
éléments du tableau du simplexe sont les coefficients du système 


réduit). 11 en résulte que m + 1 premières lignes de % s’obtiennent 
des lignes correspondantes &o; &y, + : «: Gm de la matrice %, tableau 
simplicial associé à la base du programme optimal z*, par adjonction 
d’une coordonnée nulle correspondant à la nouvelle variable Lit 


On trouve la dernière ligne ah+1 de Y en exprimant la variable de 
base x, +, par des variables hors base. Soit w l’ensemble des varia- 
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bles hors base, i.e. © = {1, 2, ...,n}Xo, où © = {i, do, . . ., im}, 
auquel cas 


n 
Tnt Om — À, Am+1,Tj- (6.11) 
On y porte les expressions (5.1) des variables de base, il vient 
Tn+1— Dr: nn D Am+i, Ti — > Am+1, 5? — 
1€0 160 
= bn — À Am+1, 1 (to 2 CFE 7) > Am+1,1Tj = 
ieo eo eo 
= bm— 2 à met, to — 21 (ame, — 2 Am+1, 13) Tj- 


La dernière équation (obtenue à partir de (6.8)) du système réduit 
pour (6.7) s'écrit donc 


Tn+i + > CE j— À Am+1. iQ) Tj = Omn+i DE > Œm+1,1%i0° 
1€0 160 i€0 
D'où 


m+1.0 — bmrs — 2 mes, ASIE (6.12) 
0 si jEo, 
Am+1, j — 1 si j=n+i1, (6.13) 


Am+i. 1 À Am+i,iis Si jEQ. 


Le vecteur z* étant optimal pour (6.1), on à «y > > > 0, J 1 
ARRETE (à Comme ces éléments (plus &«) forment la première ligne de 


la matrice , on en déduit que z$ est un pseudo-programme de 
(6.6), (6.7). 

On voit donc qu’étant donnés un programme de base optimal de 
(6.1) et le tableau simplicial final %X, le problème (6.6), (6.7) n’est 
pas difficile à résoudre. On suit les recommandations ci-dessus, on 
construit immédiatement, moyennant les formules (6. 12), (6.13), le 


tableau simplicial À associé au pseudo-programme z+, et on appli- 
que la méthode duale du simplexe au problème (6.6). Sous ces condi- 
tions, on aboutit en général au prix de calculs peu nombreux. 


$ 3. Tableau simplicial sous 
forme lexicographique 


L’effort de calcul de la méthode simpliciale décrite dans le cha- 
pitre V va essentiellement à trouver le tableau correspondant dont 
les éléments sont égaux aux coefficients du système réduit par Gauss- 
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Jordan qui correspond au vecteur de base choisi. Si l’on associe, 
par exemple à (6.1), le système 


Lo = (Gs Z) = 0, (6.14) 
Az = b, 
le système réduit s’écrit 
DD oyTy —=(C, T°), (6.15) 
“+Y QT} = Lio, CO, (6.16) 
avec oO = {i, à, . .., in} l’ensemble des indices des variables de 
base et w — 1, 2, ..., n}Xo l’ensemble des indices des variables 


hors base (voir $ 1, ch. V). La matrice A formée de coefficients du 
système (6.15), (6. 16) s'appelle le tableau du simplexe (voir ch. V). 

On obtient l'information nécessaire d’une autre manière. On 
introduit les vecteurs c (x) — (Zo, T1, Zos + + +» Tn), OÙ Zo = (C, x). 
Le vecteur c (x) de dimension n + 1 est solution du système (6.14) 
(et partant, du système équivalent (6.15), (6.16)) si et seulement si 
Az = b. 

On enseigne en Algèbre (voir {1]) que la solution générale du sys- 
tème d'équations (6.15), (6.16) s'écrit c (x°) + L, avec c (x°) une 
solution particulière du système et L l’espace de toutes les solutions 
du système homogène 


T+ D QojTj — 0, (6.17) 
Ju 
+ Ty =0, CC. (6.18) 
JE 
On trouve facilement une solution particulière. C’est le vecteur 
c (2°), où z° = (z}, x}, ..., x), et 


%;jo Si iEO, 
= | ne 
O0 si iCo. 
Par construction, on définit l’ensemble L par le système fondamen- 
tal de solutions. On note Lo = (js Lies + - 5 Tjnzm)s OÙ © = 
» J2s + + «1 Ïn-m)- On obtient le système fondamental de (6.17), 
G. 18) si l’on fait le vecteur x, égal aux vecteurs successifs de la base 
orthonormée de l’espace R'-". 
Soit les notations suivantes: 
v! = (1, 0, 0, 7 0) € Re, 
v* — (0, 1, 0, ..., O), 


pn-m = (0,0, 0,..., 1). 
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On posefz, — —v! et on calcule les variables de base par les 
formules 
To= — À Lots (6.19) 
JE0 
TZ; — A2 Œijlj) CO. (6.20) 


On désigne par B1 le vecteur (n + 1)-dimensionnel ainsi obtenu. 
On trouve de même f2, f3, ..., fn-m. Ici PB? — (Boy, Bay, - - - 


. Bas), j Eo, où 


(24 si i=0 ou CO, 
By=<0 si ito,i#j, 


—1 si iCo,i=)j. 


Si l’on introduit la notation D} = (pr, ff:, ..., ffn-m), D est 
une matrice de dimension (nr + 1) X (nr — m). Voyons certaines de 
ses propriétés. Soit z — (20, Z1, 22 + - -, Zn) un vecteur quelconque 


qui vérifie le système homogène (6. 17), i.e. z € L. On décompose z 
par rapport aux vecteurs ff, ff, ..., ffn-m qui forment une base 
de l’espace L: 


2 = Va + va +... + y pr. 


Avec la structure spéciale des Ba, on définit aisément les coefficients 
Yq- On obtient pour la coordonnée z; dez:2,, = —Yg, g = 1,2, ... 
.., R—m, i.e. 


Z2= — (25,8: 5 2j f?2 Te... + 2jn-mP"-") 


ou 
Z = —D2,, (6.21) 
où (rappelons-le!) z, — (2, 23, . . ., Zn m): 
En das 
B =|[—Df, = Du, jEo, j = jy» (6.22) 
parce] que 
Bla = — 1. (6.23) 


Comment la matrice D varie-t-elle lorsqu’on passe à une nouvelle 
base (à un nouveau vecteur de base)? 
Soit x! un vecteur de base du problème (6.1) et 


{añ, aïz, ..., aït-1, a, aîts1, ..., aim } (6.24) 


la base associée, 4 € w. Soit D la matrice correspondant à la base 
(6.24) de façon décrite. 
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Si l’on introduit la notation 
D his les ds x ie Er Mass ses lim 
alors on a pour D 
z——Dza VzEL, (6.25} 
B°= Du’, Be = Du, g=1, 2, ..., n—m, gr. (6.26) 


On déduit de (6.21) et (6.25): Dz,, = Dz,1Vz € L. Il y a entre les 
projections 2, et z,1 du vecteur z une relation simple: Zi = 2,4 — 
— (2 — 2)0, k=)j,, s—iù, car w = 0 pour ræ#q, vw = 1. 
Dans ce cas, 


Dis = Dzy — (2x — 74) D. (6.27} 
On prend pour z le vecteur B*, colonne j, de la matrice D: 

DB = DBa — (1 — Bsx) Du”. 
Etant donné (6.22) et (6.23), 

Du — Du + (1 + Br) Du 


ou f# — —ÿ,,p° (on a utilisé une deuxième fois (6.22) et (6.26)), i.e. 
Rs __ +. k 
pp. (6.28) 


Ainsi, on a la formule régissant la transformation de la k-ième co- 
lonne de D. On obtient les formules pour les colonnes restantes en 
posant z = @, j = k, j = j,, dans (6.27): 

Do cn DB — (0 — B,9) De. 
On trouve ff = ff — B,xP* moyennant (6.22), (6.23) et (6.26). On 
porte l’expression (6.28) de f°, il vient les relations 


ppp, je, j#k. (6.29) 


Les formules (6.28) et (6.29) décrivent bien la conversion de la ma- 
trice D en D dans le passage de la base (6.2) à (6.24). 

On établit la relation entre les vecteurs c (x°) — (ze, Lu 2) 
etc (x!) = (21, x), . .., za). On posez = cz) — c (x d EL. Comme 
c(zlhui = 0, c (x Jui = —Z", On à Zw1 = Zv”, auquel cas (6.27} 
implique c (x!) — c (x) = —2Dur = z2°Bh. Avec (6.28), on obtient 


c(z'}=c(x) — Ep. (6.30) 


La formule (6.30) est donc identique à (6.29), i.e. la transformation 
du vecteur c (x°) et celle des colonnes B?, j # k, de la matrice D 
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s'effectuent de façon analogue. On introduit la notation c (x°) = B", 
1.6. 2? = Bo, à = 0, 1,2, ..., n, auquel cas j = 0oujEw,j Æk 
dans la formule (6.29). 

La matrice 


DB —(B", Bis, P’s, ..., pin-m) 


s'appelle fableau simplicial sous forme lexicographique associé à la 
base {aïñai:, . .., aim } relative au vecteur de base 1° 


$ 4. Méthode duale sous forme lexicographique 


Le tableau lexicographique $ est, par construction, tel que sa 
<olonne fi? coïncide avec le vecteur c (z°) = ((c, x°), x}, x, . . ., æa) 
et sa ligne f, s’écrive B, = ((c, z°), A, Az, ..., A, m). Ainsi, 
8 renferme toute l’information nécessaire pour qu'on applique la 
méthode du simplexe et aussi sa variante duale. 

Plaçons-nous dans le second cas et admettons que le problème 
(6.1) peut être dégénéré. 

On précise la règle 2*. 

Récze 2*!. Si l'on choisit Le vecteur a‘ pour sortir de la base, on 
prend le vecteur f,, ligne s du tableau $, et on cherche tous les indices 


j, j E w, tels que $,; < 0. On prend ensuite les vecteurs = B’ munis de 


ces jet on choisit k de sorte que B,r << 0et D B' > Fe f pour 
S s 
tous les j € w tels que B,; < 0. 
L'indice k est donc défini de façon unique. En effet, s’il existe 
: 1 : : : : ; 
un autre j tel que le Yectoure B? soit lexicographiquement maxi- 
s 
mal, alors 
1_ pi 1 pr 
Bsy = Ps p - 
ce qui contredit la propriété d’indépendance linéaire de B’, j € «©. 
DériniTIon 6.6. Un pseudo-programme zx° est strictement réalisable 
si f>0, jE ©. 


On note qu’un pseudo-programme non dégénéré est strictement 
réalisable du moment que A, = Boy > 0, jE ©. 


THEOREME 6.5. Six est un pseudo-programme strictement réalisable 
et on choisit l'indice k par la règle 2*!, alors x! est un pseudo-program- 
me Strictement réalisable. 


DEMONSTRATION. Comme la règle 2*! renforce la règle 2*, x! est 
un pseudo-programme (th. 6.3). Il nous reste à démontrer B° > 0, 
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j Ew!. Il est immédiat de vérifier par (6.29) que B* > 0 (car Br < 
< 0). La formule (6.30) donne fÿ > 0 pour j tels que B,; > 0 (car 


— > 0). Si Bey < 0, l'inégalité 


js Bi pu 
p> Br P 


équivaut à 
Es 1. 
Bsy BP” < Bsr P', 


inégalité vérifiée vu le choix de k. 


THEOREME 6.6. Sizx'lest un pseudo-programme strictement réalisable 
et l’indice k est choisi conformément à la règle 2*!, alors 


c (x!) < c (x°). 


DEMoNSTRATION. La règle 1* présidant au choix de s fait que 
2 <Oet B,, << 0, si bien que z°/B,, > 0. On tire de (6.30) compte 
tenu de B* > 0: c (x!) < c (x°). 

Avec les théorèmes démontrés, on peut dire que si l’on applique 
la méthode duale du simplexe et le tableau lexicographique et si 
l'on observe les règles 1* et 2*! tout en prenant pour pseudo-pro- 
gramme initial un pseudo-programme strictement réalisable z°, 
alors on évite le cyclage. 

Pour les procédés de recherche d'un pseudo-programme initial 
strictement réalisable, voir $ 5. 


$ 5. Recherche d’un pseudo-programme initial 


Le problème annoncé par le titre du paragraphe est én général 
plus compliqué que la recherche d’un programme de base. On n’a 
qu’à voir les conditions imposées au pseudo-programme zx°: Azr° — 
= b, A’p° > c, avec p° = (45)-'c; (on rappelle que la matrice À, 
a pour colonnes les vecteurs de la base relative au pseudo-programme 
D, Co = (Ciys Cins + + +» Cim)}). Aussi il paraît souvent opportun de 
remplacer (6.1) par un problème dont le pseudo-programme est ob- 
tenu de façon directe. Faisons au préalable une hypothèse supplé- 
mentaire sur les propriétés de (6.1), à savoir, on suppose que l’'en- 
semble X° des solutions est borné. (L’exposé s’en trouvera allégé. 
D'autre part, l'intérêt majeur des résultats de ce chapitre est à nos 
yeux leur utilisation en programmation en nombres entiers qui im- 
plique nécessairement l’hypothèse en question.) 

On applique le pivotage de Gauss-Jordan et on construit pour 
(6.1) le tableau simplicial $S sous forme lexicographique, ce qui 
donne en même temps un vecteur de base z°. 
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Soit oO — {i, dos - im} © = {j1s as + + + Ïn-m} les ensembles 
des indices des variables Pr Pie et des variables hors base de $ res- 
pectivement. 

Si z° est un pseudo-programme strictement réalisable, le procédé 
s'arrête. Dans le cas contraire, le tableau $ contient au moins un 
vecteur fÿ, j € w, tel que ff < 0. 

On adjoint à (6.1) la variable supplémentaire x,, et une nou- 
velle contrainte, il vient le problème 


max (C, x) 
Az=b, D, tj+tns=M, (6.31) 
J€0 
zZ>0, zh:12>0. 
Ici M est un nombre suffisamment grand pour que toute solution 
x = (2%, 2%, ..., æ*) € X° du problème (6.1) vérifie 
> EM. (6.32) 


On parlera plus loin de la façon dont on choisit M. 
On constate sans peine que sous la condition (6.32) il y a une re- 
lation étroite entre les ensembles des solutions de (6.31) et (6.1). En 


effet, si z* € X°, alors on pose 2341 = M — S' zx; > 0 et on trouve 
E 

évidemment la solution es In +1) de (6.31). Inversement, il corres- 

pond à toute solution (x?, .... TN, Tn+1) de (6.31) une solution 

z* = (x en) de (6.1). 


Le are simplicial lexicographique $ du problème (6.1) cor- 
respond à un système réduit 


= 
To = C9 — D) LojT js 
2€0 
où z° — (z,, L,, sas Zn), 


est un vecteur de base du système d'équations Az — b de base 
{aï,i E oc}. Il est clair que (2°, 2341), avec zi+1 — M — > x?, est un 


JE 
vecteur de base de (6.31). 
Si l’on désigne par P, j E w, j = 0, les vecteurs-colonnes du ta- 
bleau $S correspondant à l’ensemble © des variables de base du pro- 
blème (6.1), alors les colonnes du tableau simplicial 8,, relatif à 
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l'ensemble {o, n + 1} des variables de base de (6.31) sont formées 


de vecteurs | 
(ue (D ox 


0 étant le vecteur nul de Rr+1. 

On construit le nouveau vecteur de base du problème (6.31). 
À cet effet, on appelle variable hors base la variable z,+;, auquel 
cas il faut certes appeler variable de base une z, des z;, j € O. 

On choisit À € w de façon que tous les j € w satisfont à 


1 )<(1) 

({ <(41 J° 

i.e. le vecteur Le est lexicographiquement le plus petit des vec- 
teurs-colonnes de 8 ,. Le vecteur de base z° n'étant pas strictement 


réalisable, on a 
À ] | | 
k 


On transforme le tableau 8,, par les formules (6.28) et (6.29) 
(pour jE€ &, j = 0), il vient le tableau lexicographique Bu qui 
correspond à un vecteur de base x! = (z\, z!, .. : z}+.) du problè- 
me (6.31), où x} = 0 pour chaque jEw,j Æk, zly1 = 

Il est connu que ,+1, ; = 1 quel que soit j € wo. Aussi ‘les colon- 


nes P,jEw,j#Æk,j =n +1, du tableau Ba respectent d’après 
(6.28), (6.29) les conditions 


B>-0,pF>0,jE€ 0, j #k. 
Ï1 s'ensuit que le vecteur (z!', 0) est un pseudo-programme strictement 
réalisable du problème (6.31). 
On applique la méthode duale sous forme lexicographique et on 


trouve une solution (z*, 27.) de (6.31). Cela étant, le vecteur x* 
est, on l’a déjà dit, une solution de (6.1). 

‘On passe au problème de choisir M de (6.31). Nombreux sont les 
cas où on l'indique facilement. Si l’on suppose, par exemple, que À 
possède une ligne a; d'éléments positifs, ay > 0, j = 1, 2, n, 


cela signifie que l’ensemble X des programmes ‘de (6. 1) est borné, 
et\ on prend comme M le nombre b;/min a;4. 


j 
Supposons de même que le vecteur c = (c,, c,, . .., cn) défi- 
nissant la fonction économique du problème (6.1) est positif, c; > 0, 
j =1,2,:..,n, et qu’on dispose d’un majorant d de la valeur de 
(6.1) (on connaît, par exemple, un. programme p du dual et d = 
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— (p, b)). Dans ce cas, toute solution z* de (6.1) vérifie la condition 


à cyx* & d. On prend donc pour A le nombre M — max d. 
J=1 1<I<n CJj 

Dans le cas où l’on ne trouve pas M de façon directe et où l’on 
demande un pseudo-programme strictement réalisable d’un problè- 
me (6.31) (par exemple, pour résoudre un problème lexicographique, 
voir $ 6), on considère le problème 


max D T; 
J7=1 
Az=d, z>0 


et on utilise la méthode du simplexe. Sa valeur peut être acceptée en 
qualité de M. 


$ 6. Problème lexicographique | 
de la programmation linéaire 


Dans ce paragraphe, on utilise la notation c (z) = (x,,z1, Ze, . . - 
sim) OÙ Li (QT), TD, 2, 5 2tn).1C — (CS es e. 

ss On): 

Soit X l’ensemble des programmes du problème (6.1), i.e. 


X = {z2|zE€ Rr, Az=b, rz > 0}. 


On demande de trouver un vecteur z* € À tel que 


c(z*) > c (x) (6.34) 


pour tous leszEé X,xz=-Æzx*. 

Le problème (6. 34) est dit lexicographique (ou l-problème). 

Il est clair que si z* est une solution de (6.34), il est encore celle 
du problème (6.1) parce que la relation c (x*) > c (x) signifie, en 
particulier, (c, x*) > (c, x). 

Le problème (6.34) s’énonce donc en termes suivants: parmi tou- 
tes les solutions de (6.1), trouver celle qui est lexicographiquement 
maximale. 

Prenons un exemple simple pour illustrer cet énoncé. Soit le 
problème 


MAX (T1 + T2) 
Zita = 2, T+t=2, Dr + az = 3, 
z1>0,j—=1, 5. 


8 6] PROBLEME LEXICOGRAPHIQUE 175 


1 s’agit d’un problème sous forme canonique qu’on ramène à la 
forme standard: 


max (2, + 22) 
n<An<Ln+tz<3 
Z > 0, Z2 > 0, 


dont l’ensemble des solutions réalisables est représenté sur la fig. 6.1. 

L'ensemble X° des solutions du problème est le segment d’extrémi- 
tés (4, 2) et (2, 1), i.e. toute solution est un point arbitraire de le 
forme (a + 1, 2— a), 0<a<i. 

L'ensemble homologue du x problème 
canonique initial est dans ce cas consti- 
tué de vecteurs (&œ + 1,2— «, À — «, «, 
0) dont le vecteur lexicographiquement 
maximal est obtenu pour &« = 1, i.e. 
c’est (2,1, 0,1, O). 

L'exemple ‘ci-dessous montre que la 
possibilité de (6.1) n’entraïîne pas auto- 
matiquement celle du problème (6.34). 
Soit le programme linéaire 


Fig. 6.1. 


Max (TZ, — TL) 


L'ensemble des solutions est formé de tous les vecteurs (x, x), 
> 0. D'autre part, le Z-problème correspondant n’admet évidem- 
pas de solution (l’ensemble X° = {(x, x), x > 0} ne renferme 
pas de vecteur lexicographiquement maximal). 
Voici certaines propriétés du problème lexicographique de la pro- 
erammation linéaire. 


TH£OREME 6.7. La solution du problème (6.34), s'il en existe, est 
unique. 


D£monsTrarTion. Soit x* et x deux solutions distinctes. On a alors 
z* > zetr> zxz* à la fois, ce qui contredit la définition de l’ordre 
lexicographique. 


TH£OREME 6.8. Si x* est la solution du problème (6.34) alors z* 
est un point extrême de l'ensemble polyédrique X. 

DEMONSTRATION. Soit z* =; zx! + 5, avec z1, z° € X,etrl 
Æ L° a On re l'hypothèse «c (x!) > c (x*)»," auquel cas 
c(xz*) — ; 1e (x!) - = cz) < ; c (x!) + ; c(z')= c(zl): contradic- 
tion avec a définition de z* . tant que ton du problème (6.34). 
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THE£OREME 6.9. Le problème (6.34) est possible si et seulement si l'en- 
semble X9 des solutions du problème (6.1) est non vide et borné. 


DEMONSTRATION. Soit X° un ensemble borné, si bien que c’est un 
polyèdre convexe. Les théorèmes 2.11 et 2.12 entraînent que cha- 
que point z € X° est une combinaison linéaire convexe de l’ensemble 

, T°, - . ., 2 de tous les points extrêmes de X°: 


k k 

z = D cri, où > mm =1, « > 0, 
i=1{ 1=1 

= 1,2, ..., k. Le nombre k de points extrêmes de X° étant fini 

(th. 2.19), il y a un point extrême z* tel que c (z*) > c (x'), x' 

1<i<k. On montre que z* est la solution du problème 

(6.34). En effet, si x € X° est un point quelconque, alors 


k k 
c (x) = D @;cC (z') < 2 aic(z*)=c(x*). 


On démontre l'affirmation dans l’autre sens. On suppose que le 
problème (6.34) possède la solution z* et que l’ensemble X° n’est 
pas borné. Dans ce cas, 


X° = MX° + K*°, 
où 
KX° = {y | y ER", Ay = bd, y>0, (c, y) = 0) 

{voir $ 4, ch. III). La propriété de X° d’être non borné entraîne 
K2X° 5 0. Soit y — (Yi, Yes + « + Yn) € KX° un vecteur non nul quel- 
conque et j le plus petit numéro tel que y; > 0 (i.e. y; = 0 pour 
O<i<j—1). Le vecteur z = z* + y vérifie manifestement la 
condition z > 2* car z, = x? pour 0Si<j—1AÂet zx; => zx. On 
conçoit en outre que z € X°. La contradiction obtenue avec la défi- 
nition de z* démontre le théorème. 


Le résultat suivant donne un moyen pour résoudre le /-problème. 


TH£oneME 6.10. Un programme z* du problème (6.1) est la solu- 
tion du l-problème (6.34) si et seulement si zx* est un pseudo-programme 
strictement réalisable. 


On démontre ce résultat important en recourant au 
LEMME 6.1. Soit x un programme quelconque du problème (6.1) et 


x° son pseudo-programme strictement réalisable. On a c (x) < c (x°). 


D EMONSTRATION. On montre aisément qu’un pseudo-programme zx 
quelconque vérifie l'inégalité (c, æ°) > (c, x). Si (c, x) => (c, x), 
alors c (2°) > c(x) par définition de l'ordre lexicographique. Soit 
{c, x°) = (c, z), auquel cas le vecteur z = c (x°) — c (zx) appartient 
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au sous-espace L défini par le système d'équations (6.17), (6.18), 
i.e. Àz = À). 
Prenons : matrice D, tableau simplicial sous forme lexicographi- 
que (privé de la première colonne) relatif au pseudo-programme x°. 
Selon (6.21), z = —Dz, ou cz) — c(z) = —D [c(r°) — c (x). 
On note que 

[c (x) — c (x)le = Cao — C (ro = —Zo 


(car c (x°),, = 0). Ainsi, c (x°) — c (x) = Dz,. Le vecteur Dz, est 
une combinaison linéaire non négative (vu que z >> 0) de colonnes 
de D: 


Dry = > 2. 
jeu 


Le pseudo-programme 2° étant strictement réalisable, on a f? > 
+ 0,jE ©, d’où Dr, > 0 (il se peut que Dr, = Osizx, = 0). Ilen 
résulte c (2°) > c(xz) pour z x. 


DEMONSTRATION DU THÉORÈME 6.10. Siz* est un pseudo-program- 
me strictement réalisable qui est en même temps un programme du 
problème (6.1) (i.e. x* => 0), alors le lemme démontré implique que 
z* est la solution du /-problème (6.34). 

Inversement, si x* est la solution de (6.34), l'ensemble X° des so- 
lutions du problème (6.1) est borné (th. 6.9). On associe à ce dernier 
le problème (6.31) en supposant que tous les z de X° respectent la 
condition (6.32). D’après le théorème 6.8, x* est un point extrême 
de X9, i.e. x* est un vecteur de base. Comme zx* est en même temps 
une solution de (6.1), c’est un pseudo-programme (th. 6.1). On fait 
l'hypothèse de z* un pseudo-programme non strictement réalisable. 


Le vecteur (r*, z*,), avec 2%4, = M — 2 z*, jouit des pro- 
1 €0 
priétés suivantes: vu sa non-négativité, c’est un programme du 


problème (6.31) ; il est un pseudo-programme de (6.31) du moment que 


xz* en est un du problème (6.1); il n’est pas un pseudo-programme 
strictement réalisable avec z*. 


On applique à ce vecteur le procédé décrit au paragraphe précé- 


dent, il vient un pseudo-programme strictement réalisable (x, x, +) 
de (6.31). On l’ accepte comme pseudo-programme de départ et on 
aborde ce problème par la méthode duale sous forme lexicographique 


et la règle 2*!. On obtient par le théorème 6.5 un programme (x, 
Zn+1) de (6.31) qui est en même temps un pseudo-programme stricte- 
ment réalisable. Avec le lemme 6.1, on a (x, Zn) > (z*, Zzn+z), 
d'où z > z*. Par hypothèse, z* > Z, d'où z* = z. Dans ce cas. 


A ” a a 
na M— D z=M—2 D = This: 
oO 14) 


12—0870 
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Ainsi, (2z*, Z%+1) = (x, Zn): contradiction (l'un est stricte- 
ment réalisable et l’autre ne l’est pas). 


COoNSEQUENCE. Si le problème (6.1) admet un pseudo-programme 
strictement réalisable, alors l'ensemble X° de ses solutions est borné. 


En effet, soit x° un pseudo-programme strictement réalisable. On 
applique la méthode duale sous forme lexicographique en prenant 
z° pour pseudo-programme initial, il vient la solution du /-problème 
(6.34) (th. 6.5 et 6.10). Le caractère borné de X° découle du théorè- 


me 6.9. 


CHAPITRE VII 


PROBLÈMES PARTICULIERS 
DE LA PROGRAMMATION LINÉAIRE 


Nous avons décrit dans le chapitre V une méthode pour les pro- 
grammes linéaires de forme générale. Bien que la méthode simpli- 
ciale soit finie, ses itérations peuvent être très nombreuses. D’autre 
part, on rencontre en programmation linéaire des classes de problè- 
mes pratiques très répandus qui présentent des particularités (une 
structure singulière de la matrice À des contraintes). Ces particula- 
rités aidant, on simplifie sensiblement dans chaque cas concret le 
procédé de résolution, et le programme optimal est obtenu plus vite. 
Dans d’autres cas, on élabore une méthode spéciale à une classe dé- 
terminée de problèmes. 

Le problème de transport familier au lecteur dès le chapitre pre- 
mier est justement un exemple de problème à matrice des contraintes 
de structure particulière. 

On rencontre également de nombreux problèmes ayant un intérêt 
d’application dont l'énoncé mathématique fournit un programme li- 
néaire muni de contraintes supplémentaires. On demande, par exem- 
ple, que toutes les variables soient à valeurs entières. Cette restric- 
tion dépasse visiblement le cadre de la théorie ordinaire de la pro- 
grammation linéaire, mais il arrive qu'avec les procédés de pro- 
grammation linéaire, la résolution de ces problèmes se trouve no- 
tablement facilitée. 


$ 1. Problème de transport et réseaux 
de transport 


Le modèle mathématique du problème de transport s'écrit (voir 
(1.5), (1.6)) 
min > > CijTiy 
i=1 3=1 
ñn m 
ê. Tij = di à %3= bp (7.1} 
zyy > 0, i = À, 2, . m, j = À, 2: . ee Te 


On a vu (ch. premier) que le problème a un sens si et seulement si 


D bj=D=} Gi) 
J=1 ii 


12° 
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1.e. la demande du bien transporté est égale à la disponibilité. Il est 
également clair que le problème est possible dès qu’il a un sens. Cela 
découle de la propriété de borne de l’ensemble X des programmes réa- 
lisables. En effet, on a évidemment 0 < z;; < min (a;, b;) pour tout 
ä et tout j. Si l'on range les variables z z;, dans l’ordre 


Li T9) ee Tin Lots Too) CET | Ton) e + Lmi) Tmo) . = +, Tmn: 


la matrice des contraintes s'écrit 


n n n 
(11...1 00...0 0 O 0 
0 0 0 11 ...1 0 0 ol, 
- 0 0 0 00... 0 11 1 
[10 0 10... 0 1 0 0 
0 1 0 01.0 O0 1 ||, 
(0O0...14 00...1 00...1) 


On établit facilement que A est . rang Mm—+n—1. En effet, la 
matrice a m + nr lignes qui sont toutes linéairement dépendantes. 
I] suffit, pour avoir cette propriété, d’additionner m premières lignes 
et d’en retrancher la somme des n dernières, ce qui donne le vecteur 

nul. D’autre part, on constate sans peine 

p Ps PF, que m+n— 1 lignes quelconques de À 
ñ 2 sont linéairement indépendantes. 

. De nombreuses propriétés des program- 

mes des problèmes de transport relèvent 

p P de l’Analyse combinatoire. Ce paragraphe 

y Q a pour but d’énoncer et d'étudier ces pro- 

priétés abstraites. 


DerinrrioN 7.1. Soit P={P,,P,,...,P;} 
un ensemble fini de points P, et. 7 un en- 
semble de couples (P;, P;) non ordonnés, dont chaque élément 
(le couple) s'appelle arc. On dit que l'ensemble (P,.7 ) constitue 
un réseau de transport et que l’arc (P;, P;) ne les points 
P: et P, qui sont les extrémités de l'arc (P;, P;). 


Le nom « réseau de transport » provient de l’interprétation qu’on 
lui donne dans le problème de transport. Ces objets sont d’ordinaire 
appelés graphes non orientés. On voit sur la fig. 7. 1 un ensemble P 
-de sept points et un ensemble 7 de six arcs 


(Pa Ps); (Pas Ps) (P9 Ps); (Ps Ps), (Ps, P;), (Pa Ps). 


Fig 7.1. 
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DérinirioN 7.2. Unchemin est une suite finie arbitraire P, P;, P;, 
... Pins OÙ P;,, EP, r = 0, 1, ..., k, telle que tout couple (P;,, 
Pin) r = 0,1, ..., k — 1,soit un arc (i.e. (P;,, P:,,,) € Z')et 
que les arcs utilisés soient tous différents. En d’autres termes, un 
chemin est une ligne brisée continue formée d'’arcs de 7, chaque arc 
étant utilisé une seule fois. 


Les chemins de la fig. 7.1 sont, par exemple, P,P,P.,P.P, et 
P;,P,P;P2. 

DerintTioN 7.3. Un chemin P;6P;,P;, ... P;,P;, est un cycle. 
Autrement dit, un cycle est un chemin dont le point initial coïn- 
cide avec le point terminal. 


On ne voit aucun cycle sur la fig. 7.1, mais si l’on relie les points 
P, et P,,on a le cycle P,P,P,P,P.. 


DeriNiITioN 7.4. Un réseau de transport (P,.7 )est dit connexe si 
pour tout P, et P,, P,  P,,il existe un chemin allant de P, vers P.. 

Les notions de cycle et de réseau de transport connexe sont le pi- 
vot des méthodes spéciales au problème de transport. 


LEMME 7.1. Sichaque point P; est l'extrémité d'au moins deux arcs, 
le réseau de transport possède un cycle. 


DEMONSTRATION. Prenons un chemin de longueur maximale sans 
cycle P;,P;,P;, ... Pi Pi. Le point P;,, extrémité de l'arc 
(Pis Pix), l’est par hypothèse d’au moins un autre arc, disons 

im Pi). D'autre part, le chemin est maximal, si bien qu'il est 
impossible de lui adjoindre (P;,, P;,). Cela signifie que le chemin a 
déjà utilisé le point P:;,: 

PP . P;, see PyisPie 
Alors Pi, ... P;,,P;,P;, est un cycle. 


LEMME 7.2. Si le réseau de transport (P,.3 ) est connexe et si chaque 
point P;est l'extrémité de deux arcs exactement, alors ce réseau est un 
cycle. 


DEMONSTRATION. Par le lemme précédent, le réseau de transport 
(P, F) possède le cycle P; P;,P;, ... P:,P;,. Comme chaque point 
Pi, Tr =0,1,..., k, n’a que deux arcs incidents, tout chemin de 
point initial P,,, élément du cycle, se termine en un autre élément 
du cycle. Si l'on suppose que tous les points n’entrent pas dans celui- 
ci, 1.e. on trouve P; € P tel que P; Æ P;,, r = 0,1, ..., k,alors 
le chemin ne passe pas, par exemple, par P;, et P; à la fois, ce qui 
contredit la propriété de connexité de (P, 7). 


LEMME 7.3. Si le point P; est sur le même chemin que P;.et P;. est 


relié par ur chemin au point P;,,, is 5 jo, alors il existe un chemin 
allant de P;, à P;,. 
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DEMONSTRATION. Supposons que les suites 

(LPLPI Pie: PirgP ir 

(2) PP3P3 dd P; L: 
sont des chemins. Il existe un numéro minimal { tel que P;, soit un 
point de (2). On cherche un numéro minimal s pour lequel j, = à. 
Considérons les portions suivantes des chemins (1) et (2): 
PP 1Pie “28 P;, et P,,P3,P je  …. PP: Conformément au 
choix de tets,on a P; , = P;,, et tous les autres points intermédiai- 


res des chemins sont distincts. Dans ce cas, la suite P,,P;, ... 
.<.. Pi,P3,, -.. P;,P,, est le chemin cherché. 

On visualise la démonstration par la fig. 7.2. 

LEMME 7.4. Si Le réseau de transport est sans cycles, tout chemin est 
défini de façon unique par la donnée des points terminaux. 


DEMONSTRATION. On admet que l’affirmation est fausse et qu'il 
existe deux chemins différents 
Pi Pi ... Pis PE et PP ... 

jaPi,. Soit tun indice tel que 


P 
Tr Pi, = P;, pour s<tetP;, #Æ P;,, 


#, et À un indice tel que P, -£ P; pour 
os t<s<het P,, = P,,. Les chemins 

ont les mêmes extrémités, si bien que 

Fig. 7.2. ces indices existent nécessairement. 


La suite P;,P,, . .. PP; ... 
-.. P3, est un chemin car le couple (P;,, P;,.) = (P;,, P,,.) 
est un arc. Comme Pi, — P;, dans ce cas, ce chemin est un cycle, ce 
qui contredit l'hypothèse du lemme. 


La fig. 7.3 sert à illustrer la démonstration que nous venons de 
terminer. 


LEeuME 7.5. Soit l le nombre d'éléments (points) de l’ensemble P. 
Si l’ensemble FT contient moins de L — 1Â arcs, alors le réseau de trans- 
port (P, JT) n'est pas connexe. 


DEMONSTRATION. On agit par récurrence. Si L — 2 et 7 renferme 
moins de ! — 1 arcs (i.e. il n’a pas d’arcs), alors on a le résultat voulu. 
On suppose l’affirmation juste pour les réseaux de transports à L 
points. Prenons un réseau défini par P = {P,, P, Ps, ..., P;} et 
T contenant moins de L arcs. Le réseau (P, 3 ) possède un point ayant 
un seul arc incident. En effet, s’il n’en est pas ainsi, alors le nombre 
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d’'arcs doit être au moins égal à Z + 1 (nombre de points). On suppose 
que P, est relié à P, seul. Soit le réseau (P, FT), P = {P1,..., P;}, 


F = TX (Po Pi). Le couple (P, .7) vérifie l'hypothèse de récur- 
rence ; il existe deux points P, et P;, i 0, j 0, impossibles à 
relier par un chemin. Il est clair qu’il en est de même de ces points 
éléments du réseau (P, .7 ). 


On note qu’un réseau de transport contenant exactement ! — 1 
arcs peut être connexe (voir fig. 7.1). 


LEMME 7.6. Si Le réseau de transport (P,.TJ ) est connexe sans cycles, 
alors l’ensemble 7 a exactement ! — 1 arcs, IL étant le nombre de points 
de P. 


D£éMONSTRATION. On procède toujours par récurrence. L'affirma- 
tion est triviale pour ! — 2. On la suppose vraie pour les points en 
nombre ! et on prend le réseau où P = {P,, P1, . .., P;}. Le ré- 
seau de transport (P, .? ) étant dépourvu de cycles, il existe par le 
lemme 7.1 un point (disons, P,) qui est l’extrémité de l'arc (P,, P,) 
seul (cet arc existe nécessairement, vu la connexité du réseau). On 
imite la démonstration du lemme précédent et on considère le ré- 


seau de transport (P,.7}), où P = {P,,..., Pijet S =.TX (Po 
P,). Le couple (P, T) remplit évidemment les conditions du lemme 


du moment qu’il en est ainsi du réseau (P,.7 ). L'ensemble % ren- 
ferme, par hypothèse de récurrence, Z — 1 arcs exactement. Par con- 


séquent, le nombre d’éléments de 7 est /, ce qui est inférieur d’une 
unité au nombre de points de P. 


Les lemmes 7.5 et 7.6 entraînent la 


Coxs£QuENceE. Si le réseau de transport (P, JF) est connexe et l’en- 
semble 3 contient L arcs, L étant le nombre de points de P, alors (P, F) 
possède exactement un cycle. 


En effet, le réseau (P, 7) doit contenir des cycles par le lem- 
me 7.6. Supposons qu’ils sont deux. Le fait d'éliminer un arc quel- 
conque d’un cycle laisse évidemment invariable la propriété de 
connexité. Si l’on supprime dans chaque cycle un seul arc de façon 
que ces arcs soient différents, on obtient donc un réseau de transport 
connexe à L — 2 arcs: contradiction avec le lemme 7.5. 


$ 2. Recherche d’un programme de base initial 
du problème de transport 
par la méthode du coin nord-ouest 


Il est déjà connu que la matrice des contraintes du problème de 
transport est de rang m + n — 1 ($ 1). Etant donnés la définition 
d’un programme de base et le théorème 5.3, il existe un programme 
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optimal qui renferme au plus m + n — 1 quantités transportées po- 
sitives z;,. On pourrait certes trouver ce programme optimal par la 
méthode du simplexe, mais les particularités de la matrice À nous 
autorisent à utiliser un procédé différent qui réduit sensiblement le 
volume de calculs. 


RECHERCHE D'UN PROGRAMME DE BASE INITIAL (méthode du coin 
nord-ouest). 

Si l’on pose z;; = a;bjD,i=1,2,...,m,j—1,2,...,n, 
on trouve immédiatement un programme de transport réalisable. 
Maïs il n’est pas de base. On construit le programme de base initial 
{x°;} en utilisant le schéma simple suivant. 

Soit le tableau 7.1. Chaque case vide correspond à une variable 


Tableau 7.1 Tableau 7.2 


zijni—=1,2,...,m,j =1,2,..., n. La méthode du coin nord- 
ouest consiste à porter successivement dans les cases les valeurs x}. 
La dernière colonne du tableau contient les nombres @;, i = 1,2, ... 

., m, qui représentent la quantité disponible dans chaque origi- 
ne, et les nombres de la dernière ligne sont les besoins de chaque 
destination. 

Le tableau jouit de certaines propriétés évidentes : 

1) la somme des éléments de la ligne à est égale à a;: 

* 2) la somme des éléments de la colonne j est égale à b;; 

3) la somme des éléments de la dernière colonne est égale à la 
somme des éléments de la dernière ligne. 

La case du coin nord-ouest du tableau correspond à x,,. On pose 
2m, = min {@, b,}. Sixt, = & (i.e. & < b;), cela signifie que tous 
les biens disponibles sont transportés de la première origine vers la 
première destination. On pose donc x}; = 0 pour j —=2,...,n. 
On porte dans le tableau 7.2 les valeurs z;; obtenues. 
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Les éléments de la dernière colonne et de la dernière ligne sont 
modifiés en fonction de la quantité transportée zx?;; la disponibilité 
de la première origine est saturée, et la demande supplémentaire de 
la première destination est b, — ai. 

Si 2°, — bi(i. e. b, a), la demande au premier point de des- 
tination est satisfaite, si bien que x, — 0 pour i=2,...,m 
(voir tabl. 7.3). 


Tableau 7.3 Tableau 7.4 


On note que les propriétés 1) à 3) restent en vigueur pour les 
tableaux 7.2 et 7.3. 


Tableau 7.5 Tableau 7.6 


CEE) ET 
ELEC L-Cg 


Après la première étape de la méthode du coin nord-ouest, on 
obtient dans les deux cas une sous-matrice rectangulaire des cases 
vides. On opère de même et on aboutit à l’un des tableaux 7.4 à 7.7. 

Les propriétés 1) à 3) sont évidemment justes à chaque pas, et 
on obtient 2°; non négatifs. Finalement, toutes les lignes et toutes 
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les colonnes se trouvent remplies. Quand la dernière ligne et la der- 
nière colonne ne contiennent que 0, on peut dire que l’ensemble de 


Tableau 7.7 


nombres {z?;}, i = 1, 2,..., m, 
j =1,2,...,n, est un program- 
me de transport. 

Illustrons la méthode décrite 
par un exemple numérique. Ré- 
crire le tableau tout entier nous 
prendrait trop de place, si bien 
que nous nous bornerons à adjoin- 
dre la dernière ligne et la dernière 
colonne nouvellement formées. Soit 
&a—=6, a, —8, as =3, a, = 9, 
as = 14, b, = 10, b, = 18, b,= 7, 
b, = 5. On a nécessairement 


s P 
D & = 40 = 5) by. Les calculs sont condensés en tableau 7.8. 
di = 


© © OO $ So 
N © & + & 


ODONNNNNNNNIGGSGSS 
© À À À Où À | © © © © 


© © © © © © © $& à 


Tableau 7.8 


Le problème de déterminer si oui ou non le programme {x°;} 
Construit par la méthode du coin nord-ouest est de base sera tranché 


dans le paragraphe suivant. 
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$S 3. Programmes de base du problème 
de transport et dégénérescence 


Voyons les relations qui existent entre les programmes du pro- 
blème de programmation linéaire (7.1) et les réseaux de transport 
introduits dans le $ 1. 

Soit {ri}, à = 1, 2, ..., m,j = 1,2, ..., nr, un programme 
du problème (7.1). On associe à {x;,;} un réseau de transport (P, 7), 
avec P = SJ Q, S étant l’ensemble des origines S;, à — 1, 2, ... 

.. M; Q l'ensemble des destinations Q,, j = 1, 2, ..., n; l’en- 
semble ,7 est défini comme suit. Un arc (S;, Q;) appartient à 7 si 
et seulement si z;; > 0. On suppose naturellement que les nombres 
a, i—1,2,...,m, et b;, j — 1,2, ...,n, représentant la 
disponibilité et la demande en S; et Q; respectivement sont posi- 
tifs, et les contraintes du problème de transport entraînent donc 
que chaque point du réseau correspondant à tout {x;;} a au moins 
un arc incident (un transport est nécessairement réalisé à partir 
de toute origine, et, inversement, toute destination reçoit une quan- 
tité de bien). 

Le réseau ainsi construit a ceci de particulier que l’ensemble 7 
ne possède pas d’arcs de la forme (S;,, S;), (Q:, Q;). On en déduit 
aisément le résultat suivant (important pour la suite de l'exposé) : 
tout cycle du réseau de transport ($S |) Q, 37°) contient un nombre 
pair d’arcs. L 

Nous notons par convention a la colonne de À qui correspond 
à la variable x;;. Dans ce cas 


(è) 


ON Que Q 


a” = |: : al erTr 


(m+j) 


© = © 


Ci 


Les parenthèses sont le numéro de la coordonnée de valeur 1. 
On désigne par À (x) le système de vecteurs-colonnes de À qui 
correspondent aux coordonnées positives du programme 


z= {zh 11,2, ...,m, j—=1,2,..un. 
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I1 y a entre À (x) et le réseau de transport associé au programme 
x une relation facile à établir, à savoir a? € À (x) si et seulement 
si l’arc (S;, Q;) est élément du réseau. 

On applique les résultats du $ 1 aux programmes du problè- 
me (7.1). 

Tæeoreue 7.1. Un programme {x;,} du problème de transport (1.1) 
est un programme de base si et seulement si le réseau associé ne possède 
pas de cycles. 


DEMONSTRATION. Aux termes de la définition 5.1, un programme 

— {z;,} est de base si le système de vecteurs À (x) est linéaire- 

ment indépendant. On aura l’affirmation du théorème si l’on mon- 

tre, en particulier, la dépendance linéaire du système À (x) à condi- 
tion que le réseau associé à z contienne le cycle 


Si Q,S1, 05, LE RS S5, 05,51. 


En effet, la définition 7.3 d’un cycle implique que les vecteurs 
di, ais, as, ..., ak, ak appartiennent à l’ensemble 
A (zx). D'autre part, on constate facilement à la lumière de la structu- 
re des colonnes de À que 


audi — gp? + a'22 — ... + aikh — qur = (. 


Ainsi, il y a dépendance linéaire des vecteurs a définissant le 
cycle donné, si bien qu’il en est de même du système À (x) qui 
contient un sous-système lié. On démontre l’affirmation dans l’autre 
sens. On suppose le système À (x) linéairement dépendant, i. e. il 
existe des nombres f;; tels que 


D Buaï = 0, (7.2) 
la sommation étant étendue à tous les couples (i, j) pour lesquels aï? 
sont dans À (x). Cela étant, les nombres f;; ne sont pas tous nuls, 
par définition des vecteurs dépendants. On prend le réseau de trans- 


port (SU @, F) associé au programme zx et le réseau (SU Q, 7) 
défini comme suit : l’arc (S;, Q;) appartient à ÿ si et seulement si 
(Si, QH ET et Bi; Æ 0. Donc 5 S 7. Etant donnée la structure 
des colonnes de À, on a nécessairement pour f;; = 0 une colonne 
a EA(z), p#)j, telle que BP; 0; dans le cas contraire, la 
i-ième coordonnée du vecteur ÿ B;;aïi serait égale à f,, 0. Autre- 
ment dit, % possède un arc (S;, Q,), p Æ ji. 

On vient de démontrer que chaque point S; donne lieu au moins 


à deux arcs. Si l’on prend les z dernières coordonnées des colonnes 
de À, on obtient la même propriété pour les points Q;. Le lemme 7.1 


entraîne l’existence d’un cycle dans le réseau (S U Q@, 7) et, par- 


tant, dans (SU Q, 7). 
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Tæeoreme 7.2. Le programme 2° = {x;} construit par la règle 
du coin nord-ouest est un programme de base. 


DE£EMONSTRATION. Ïl suffit de démontrer que le réseau de transport 
associé à z° ne possède pas de cycles (th. 7.1). On procède par l’absurde 
et on suppose que le réseau a un cycle de la forme 


Si Qi 81,05, ns Si,Q5, Si, 


On accepte i, comme le plus petit nombre du cycle, i.e. à, << ë,, 
r = 2, 3, ..., k. Dans le cas contraire, on aurait pris le cycle 


Si, Qs, - .- 805,8: 5. 


Le fait que le réseau de transport relatif à x° possède les couples 
(Si Q;.), (Si,» Q:.) atteste la satisfaction de la demande en Q;, 


ou Q;, (cela découle du procédé de construction du programme x°). 
Dans ce cas,l le réseau ne peut posséder (S;, Q;,), (Si, Q:.) à la 
fois parce que la réalisation du transport depuis Si,et Si, par la 


méthode du coin nord-ouest n’a lieu qu'après la saturation de la 
disponibilité en Si, Le théorème est démontré. 


On note que le programme zx° n’est pas nécessairement non dé- 
généré car il se peut qu’il possède moins de m + nr — 1 composan- 
tes positives. Soit, par exemple, a, — b,, i.e. la disponibilité en 
S, est égale à la demande en @,. On a par la règle du coin nord-ouest 
x, = a, et 2°, —= 0 bien que Q, subsiste formellement en tant que 
consommateur et le vecteur a*! entre donc dans la base associée au 
programme z°. 

On rappelle qu’un problème de programmation linéaire est dit 
dégénéré s’il admet au moins un programme de base dégénéré. Il 
se trouve qu’on vérifie assez aisément si le problème de transport 
est ou n’est pas dégénéré. 


THEOREME 7.3. Le problème de transport (7.1) est dégénéré si et 
seulement si la disponibilité totale à quelques-unes (non toutes) origines 
est égale au déficit total à quelques-unes (non toutes) destinations, ï.e. 
il existe des sous-ensembles propres GE M = {1,2,..., m}, HE 
CN=#{1,2,...,n} tels que 


D &= } by. (7.3) 


nm m 
D2£MONSTRATION. On a © a, 2 b;, si bien que (7.3) a lieu avec 
{1 =1 


Gi = ÿ) b;. (7.4) 


2z | Î | 
1EMNXG JENKH 
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Soit un problème de transport dont les fournisseurs sont S,;, 
i E G, et les consommateurs Q;, j € H. On suppose que le nombre 
d'éléments de G et X est s et t respectivement. On utilise la méthode 
du coin nord-ouest et on forme un programme de base ayant au 
plus s + t — Î composantes positives. On opère de même en ce qui 
concerne le second groupe de fournisseurs et de consommateurs, il 
vient un programme de base qui comporte au plus (m —s) + 
+ (n —t) — 1 quantités transportées. L’ensemble de toutes les 


Fig. 7.4. 


quantités transportées constitue un programme de base du problème 
de départ (7.1), qui a au plus(m—s)+(n—t)—1+s+t—1 
quantités transportées. Si l'égalité (7.3) a lieu, le problème (7.1) 
est donc dégénéré, c’est-à-dire il existe un programme ayant au plus 
m + n — 2 composantes positives tandis que la matrice des con- 
traintes est de rang m + n — 1. 

On démontre l'affirmation dans l’autre sens. Si le problème 
(7.1) admet un programme de base z dégénéré, alors les composan- 
tes positives de celui-ci sont moins de m — n — 1, auquel cas le 
réseau de transport associé n’est pas connexe (lemme 7.5). On trouve 
deux points, disons, S;, et @;, impossibles à relier par un chemin. 
On note 77 l’ensemble des indices des points Q; qui sont dans le 
même chemin que S;. On note la non-vacuité de Æ (S;, est relié 
par un arc avec au moins un point Q;). D'autre part, HN du 
moment que jÿ, é H. On désigne par G l'ensemble des indices des 
points S; dont chacun appartient au même chemin qu’au moins un 
point indicé par l'ensemble H. L'ensemble G est non vide car à, € G. 
D'autre part, G = M. En effet, G contient dans le cas contraire un 
élément à tel que S, soit relié avec Q;. Dans ce cas, il existe par le 
lemme 7.3 un chemin contenant Q; et S;.: contradiction avec le 
choix de @;.. Il est évident qu'aucun point S;, i € G, ne peut faire 
partie du chemin qui utilise un point quelconque Q;, jEN A, 
et il n’existe pas de chemin qui va d’un point Q;, j € H, vers un 
point S;, iEMNXG. 

Autrement dit, les arcs en traits ponctués de la fig. 7.4 sont 
inexistants : leur existence contredirait la définition de G et H. Cela 
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signifie quesii£ Get z;y > 0, alors j € H. De même, iEGsije H 
et z;; >> 0. Le système de contraintes du problème (7.1) entraîne 
donc 


D ry=a VieG, 
JEH 
> ty =by NVjeH, 


i€G 


Zu 2 Da zy= 2 br- 


i€G JEH J 


d'où 


$ 4. Problème de transport et méthode 
des potentiels 


La méthode annoncée par le titre de ce paragraphe est une varian- 
te simplifiée de la méthode simpliciale révisée (voir $ 6, ch. V). 

On se place dansle cas non dégénéré. On désigne par —u,, —u,.... 
es —Um € Lys Vey + + +, ln les Variables duales (coûts) associées 
au premier et au second groupe de contraintes du problème (7.1) 
respectivement. Comme le problème de transport est un programme 
linéaire canonique, on n’astreint pas les variables duales à être non 
négatives, si bien que le signe moins devant u; est vide de toute 
information, et on l’a introduit dans le seul but d’alléger l'exposé. 

On construit le dual de (7.1): 


m 


2 u;a;) 


is 


n 
max (> Up; — 
j=1 


DU; Ci ES À 2, ...s M, 11, 2. ss Ts (2) 

Selon la théorie de la dualité, un programme {x;;},i — 1, 2. ..., m, 
j—=1,2,...,n, du problème (7.1) est optimal s’il existe un 
programme (u;, vj), i = 1, 2, ..., m, j = 1. 2, ..., n. du dual 
(7.5) tel que l'égalité v, — u; = c;; ait lieu dès que z;; > 0. 

On résout (7.1) par la méthode révisée du simplexe. 

Soit zx° — {x°;} un programme de base initial. L’équation (5.41} 
entraîne A’p° = c° qui s'écrit en raison de la structure de la matri- 
ce À de (7.1): 


9 — UŸ = Cijs (7.6) 


le couple (i, j) parcourant tout l’ensemble des indices des colonnes 
de base aï? du programme de base initial x°. 

A la différence du cas général (5.41), le système d'équations (7.6) 
est très simple, et sa résolution est immédiate. L'une des équations 
du système de contraintes du problème de transport est, on le sait, 
superflue, si bien qu'on pose u? = 0. Si le système (7.6) contient 
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l'équation v}, — ui = C13,, On définit uw}, — C1. Il suffit, pour 
calculer une autre variable, disons u};, de Construire le chemin 
CS OS, » » - SiQnS te 

Ce chemin existe vu la connexité du réseau de transport associé au 
programme de base z° (le problème étant supposé non dégénéré). 
L'existence de ce chemin signifie que le système (7.6) contient les 
équations 

UV}, EE ui, — Cisio vi, nr u, — Cisjis vi, = ui, 7 Ci,7,s Jens 


0 
— LL — 
Îk 


La valeur D. étant connue, on détermine de rt en proche 
Li, UV; . 
Les étapes Se et 3 de la méthode révisée du simplexe se trouvent 


sensiblement simplifiées (on omet les calculs (5.27) à (5.29)). La 
formule (5.42) prend elle aussi un aspect plus nie 


0 
LE ] Uj, 


M, =m—-u— cg i=1,2,..., M, 1-1 2;:: 0 (7.8) 


Comme on demande de rendre minimum la fonction économique, 
le critère d’optimalité est « si A9; < 0 Vi, j, alors le programme 
{ri;} est optimal; si Af:;, > 0, {x°;} n’est pas optimal ». Le proble- 
me de transport présente la particularité de permettre la recherche 
du nouveau programme de base sans passer par les étapes 2 et 3 de 
la méthode révisée du simplexe qu’on remplace par des calculs plus 
économiques. 

Soit le vecteur ai. Conformément aux règles de la méthode 
simpliciale, il est à introduire dans la base. Autrement dit, on 
décide de réaliser un transport entre S;, et Q;, i. e. on veut utiliser 
un nouvel arc (S;, Q;,). Le système de vecteurs À (z°)U CACED 
étant linéairement dépendant, le réseau de transport obtenu par 
adjonction de l'arc (S;,, Q;) au réseau associé au programme x° 
possède des cycles (th. 7.1). Comme le réseau primitif n’avait pas 
cette propriété, il y a un seul cycle par la conséquence des lem- 
mes 7.5 et 7.6. Ce cycle contient évidemment un arc de la forme 
(Si, Q:,), i- e. il s'écrit 


Si, S1,Q, «+ + SO Sie (7.9) 
I1 lui correspond la suite de variables 


Ti 5, Ti 30° Ti j,) ... Li,5,9 Ti je (7.10) 
On pose 


Li, = Li, + 0 = 6. (7.11) 
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LL. __ #40 . 

Lio SE TLioio IFRS 6, À 
RE PE 

Li151 = Tiji +6, | 


| ee de eee ; (7.12) 


xl; = zx; pour (i, j) restants. 


Le sens de la transformation (7.11), (7.12) est évident: nous 
voulons introduire dans le nouveau programme la quantité 6 trans- 
portée de S;, en Q;.. Pour que la quantité totale arrivée à Q;, soit la 
même (b;,), il faut diminuer de 6 la quantité livrée par S;, à Q;.. 
Pour cela, on doit augmenter de 6 le volume de marchandises diri- 
gées de S;, vers Q;, afin que la quantité livrée par S;, reste au total 
constante. S’agissant du dernier chaînon (S;,, Q;,) du chemin (7.9), 
l'équilibre perturbé par la diminution des livraisons de S:, est ré- 
tabli grâce à l'arc (Si; Q; ) (on rappelle que chaque cycle de notre 
réseau de transport possède des arcs en nombre pair). 

Il reste à vérifier que le vecteur {x};} défini par (7.11), (7.12) est 
un programme de base. Premièrement, il faut que zxi; soit non 
négatif pour tout à et tout j. On y arrive en posant 


0— ne D 5 (7.13) 
où lk+1 = Lo- 

On montre qu'avec 8 ainsi choisi, le programme {x;;} est de 
base. Si l’on admet que le système de vecteurs À (x!) est linéaire- 
ment dépendant, le réseau de transport associé au programme zx! 
possède par le théorème 7.1 un cycle (7.9). Ce cycle est unique parce 
que tous les arcs de (7.9) à partir du deuxième appartiennent au 
réseau relatif au programme de base 2°, qui contient donc le seul 
chemin allant de Q;, vers Qi. 


Etant donnée l’unicité, le réseau diminué de tout arc (S; , Q;) 


n’a pas de cycle. Selon (7.12) et (7.13), au moins une des variables 
ti 5, est nulle, si bien que l'arc correspondant est absent du ré- 
seau associé au programme {x;;}, ce qui donne le résultat cherché. 

On vérifie maintenant que la valeur de la forme linéaire (c, x) 
diminue avec le passage au nouveau programme de base xt = {rt;}. 
On note à ce propos que a ñ, du, ..., aimk, aïik sont des vec- 
teurs de base pour x°, et on a donc les égalités (7.7) pour les varia- 
bles duales correspondantes. Voyons une propriété des équations 
(7.7). Si l’on effectue la somme alternée de toutes les équations et 
si le premier signe en est « — », alors le premier membre est égal à 
u®, — v},, et le second membres’écrit conventionnellement Ÿ (+c;;). 
Prenons les équations (7.12). I] correspond à chacune un même cou- 


13—0870 


494 PROBLEMES PARTICULIERS [CH. VTI 


ple (i, j) qu’à l’équation homologue du système (7.7). On multiplie 
(7.11) par le coefficient correspondant c;; de la forme linéaire et on 
fait la somme, il vient une égalité de la forme 


Dour) =6 D (+ cu), 
où l’on retrouve à droite la somme alternée obtenue à partir de 
(7.7). On a zi,;, — xi,;, = 0 et xlj — xt, — 0 pour tous les indices 
autres que ceux de (7.12), si bien que 


D Di cu (25 — 285) = Ocioio + 0 (uh — vh,) = 8 (— AŸ;) < 0. 
4 J 


Ici on utilise l'hypothèse de r° non dégénéré en estimant que 8 > 0. 
Fort des raisonnements de ce paragraphe, nous décrivons les 
étapes de la méthode des potentiels pour le problème de transport. 

On connaît un programme de base initial z°. 

ETAPE 1. Trouver les valeurs uf, 1, à = 1, 2, , M, j = 

= 1, 2,..., n, des variables duales par la formule (r 6). 

Erare 2. Calculer Af;, i = 1, 2, M Jr l 2 4: n. 
par la formule (7.8). Si tous les Ai; sont non positifs, x° est un pro- 
gramme optimal. Dans le cas A? ; > 0, passer à l'étape suivante. 

ETAPE 3. Trouver un cycle (7.9) et calculer le nouveau program- 
me de base zx! à l’aide des formules (7.11) à (7.13). 

ETAPE 4. Accepter x! comme programme de base initial et répé- 
ter l’itération à partir de l'étape 1. 

Comme il résulte de sa description, la méthode des potentiels 
pour le problème de transport a pour partie constitutive importante 
la recherche du chemin reliant deux points donnés. Cette opération 
figure dans les étapes 1 et 3 et constitue à elle seule tous les calculs 
de la méthode simpliciale classique. Voyons un procédé de recherche 
du chemin en question. 

Soit un réseau de transport connexe sans cycles défini par le 
couple (S UJ Q,.7). Etant donnés les points S;, et Q,, on demande 
le chemin entre ces points. On essaie, en premier lieu, tous les arcs 
de l’ensemble 3. Si (S;:, Q,) appartient à 9°, il s’agit du chemin 
cherché. Si (S;,, Q;,,) é F°, on adjoint cet arc au réseau (S U @, T), 


i. e. on a le réseau de transport (SUQ, FhoùZ =.FU (S:1,0Q o)- 

Le réseau (S |] Q, 3 ) contient le chemin allant de S;, vers Q;.. 
L’adjonction de l’arc Gi Q;,) fait que ce chemin n’est pas unique 
dans (SU Q@, 7), d’où l’on déduit par le lemme 7.4 l'existence d’un 
cycle dans le dernier réseau. Chaque cycle de (SJ Q@, Z')est, on 
l’a dit dans ce paragraphe, de la forme (7.9). Si l’on définit ce cycle, 
alors 


QnS1Qÿ Lee QxS 10 
est le chemin cherché. 
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Ainsi, le problème de définir un chemin se ramène à la recherche 
d’un cycle (7.9). C’est également le problème majeur de l'étape 3 
de la méthode des potentiels. 

On procède comme suit pour trouver un cycle (7.9) du réseau de 


transport (S |] Q, F ). 


On examine pour tout i, 1< i< m, les couples (S;, Q);) ET. 
S'il n'y en a pas ous’il n'y en a qu’un seul, on élimine S; du réseau 


(S U ©, T). On note (S4) |] Q, JU) le réseau ainsi obtenu. On 


considère pour tout j, 1<j< nr, les couples (S;, Q;) € 7 ®. Si on 
n’en trouve pas ou si on en trouve un seul, on élimine Q;, du réseau 


(SM U Q,.7%). Soit (SM J Q®, 7 M) le nouveau réseau. On note 

que chaque S; ou chaque Q; du cycle est contenu dans au moins 

deux couples d’arcs, si bien que ni S; ni Q; n’est pas éliminé. 
Deux cas peuvent se présenter. 


1) La procédure décrite ne modifie pas le réseau (S U Q, SZ ); 
on n’a réussi à faire disparaître aucun S;, 1< i< m, et aucun @,;, 


1<j< n, si bien que (SM 1 09, 70) = (SU Q, 7). 
2) Le nombre total de S, et Q; a diminué d’au moins une unité. 


LEE 7.7. Si (SM) 1j QM, ) = (SU Q, TJ), alors Le ré- 
seau de transport (S |] Q, 3) est un cycle. 


D£EMONSTRATION. Soit s et g le nombre respectif des points de S 
et Q. Comme le réseau (S [J Q, 3°) est connexe sans cycles, l’en- 


semble 7 a, par le lemme 7.6, s + q — 1 arcs, auquel cas F en 
renferme exactement s + qg. La condition du lemme entraîne que 
chaque S; et chaque Q; ont au moins deux arcs incidents. On cons- 
tate sans peine que chaque point est dans ce cas l'extrémité de 
deux arcs exactement, donc s = q. On trouve le résultat voulu par 
suite du lemme 7.2. 


Ainsi, on construit dans le cas 1) un chemin arbitraire de lon- 
gueur maximale qui commence en S;,. Ce chemin est le cycle cher- 
ché. 

Si l’on est dans le cas 2), on répète le procédé consistant à éli- 
miner successivement les points du réseau. Le réseau de départ 


(SU Q, 7) possède un cycle, si bien qu’on aboutit après plusieurs 
pas au cas 1). 

On note que les opérations logiques qui constituent le procédé 
de recherche du chemin coûtent beaucoup moins en temps de calcul 
automatique que les opérations arithmétiques de la méthode du 
simplexe. 


13* 
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Voyons enfin une particularité intéressante du problème de 
transport. 


TuéortuE 7.4. Si tous les nombres a;, b;, i = 1, 2, ..., m, 
j=1, 2, ..., n, sont des entiers, alors Le problème (7.1) a une solu- 
tion entière. 


D£MoxsTRATIOX. Si a;, b, sont tous des entiers, le programme de 
base initial obtenu par la méthode du coin nord-ouest est évidem- 
ment à valeurs entières. Il y a plus. Si z° est un programme en nom- 
bres entiers, 6 défini par (7.13) est entier à chaque itération de la 
méthode des potentiels. Par conséquent, tout nouveau programme de 
base zx! défini par (7.11), (7.12) est entier avec zx°. 

Dans la méthode des potentiels, on aboutit à une solution après 
un nombre fini de pas, si bien que l'affirmation du théorème tombe 
sous le sens. 


On se rappelle qu’on a motivé la méthode pour le problème 
non dégénéré seul, et la démonstration du théorème ne supposait 
que ce cas. L’affirmation démontrée est cependant juste pour tout 
problème de transport. En effet, on a un résultat plus fort, à savoir 
le 


Tu£orsME 7.5. Si tous les nombres a;, b;, i = 1, 2, ..., m, 
j=1,2,...,n, sont entiers, alors tout programme de base du 
problème de transport (1.1) est à valeurs entières. 


DEMONSTRATION. La matrice À du problème jouit des propriétés 
suivantes. 

1. Chaque élément de À est égal soit à 0, soit à 1. 

2. Chaque colonne de À contient au plus deux éléments non 
nuls. 

3. On partage les lignes de À en deux ensembles B et C. B con- 
tient m premières lignes et C, n dernières, et si une colonne a deux 
éléments non nuls, alors les lignes les contenant appartiennent l’une 
à B et l’autre à C,i. e. si æ,y = 1, &,y = 1eta; € B, alors a, EC. 

On montre que tout mineur de la matrice À peut prendre seule- 
ment l’une des trois valeurs suivantes: 0, 1, —1. 

Toute sous-matrice de À possède manifestement les propriétés 
4 à 3. Il suffit donc de prouver que le déterminant d’une matrice 
carrée À quelconque munie de ces propriétés est égal à 0, 1, —1. 
On procède par récurrence sur l’ordre k de À carrée. Si k = 1, l’af- 
firmation coïncide avec la propriété 1. On la suppose vraie pour 
l’ordre Æ — 1. Soit À une matrice carrée d'ordre #. 

Si chaque colonne de À a exactement deux éléments = 0, la 
propriété 3 entraîne l’égalité de la somme des lignes de l’ensemble B 
et de la somme des lignes de C. Dans ce cas, À a donc ses lignes linéai- 
rement dépendantes, et | À | — 0. Si une colonne n’a pas d’autres 
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éléments à part 0, on a encore | À | = 0. Il reste le cas où une co- 
lonne de À a exactement-un élément non nul. On développe le dé- 
terminant de À suivant cette colonne, auquel cas | À | = + | À |, À 
étant une matrice extraite de À en supprimant la colonne concernée 


et la ligne qui en contient l’élément = 0. La matrice carrée À est 
d'ordre 4 — 1, et.| À | = 0, +1 par hypothèse de récurrence, d’où 
[4 | = 0, +. | 

On obtient facilement le résultat voulu. Soit x = {zx;;} un pro- 


gramme de base du problème (7.1), i. e. 4x = b, z> 0, où b = 
= (4j, Go, + + ., ms Os Vos + - -, bn). On appelle À, la matrice 
formée de vecteurs-colonnes de À qui constituent la base associée au 
programme de base x et x, le vecteur dont les composantes sont les 


coordonnées positives de z. Dans ce cas, À ,z, = b. On applique la 
règle de Cramer, il vient 


Zi = | Ai l/| A6, 


À;; étant une matrice obtenue de À, où on substitue le vecteur b 
à la colonne aï. Tous les éléments de À;; sont des nombres entiers, 
si bien que | 4;; | est un entier. Etant donné | 4, | = +1, on a 
l'affirmation du théorème. 


On connaît pour le problème de transport dégénéré des procédes 
de résolution spéciaux (comme dans la méthode du simplexe), mais 
il n’est pas dans nos intentions d’en parler. 


$ 5. Programmes linéaires en nombres entiers 


1. Problème du havresac. Un voyageur désire emporter dans son 
havresac nr objets non nécessairement distincts qui doivent vérifier m 
contraintes telles que le poids, le volume, les dimensions linéiques, 


etc. Soit a;; la i-ième caractéristique de l’objet j, à — 1, 2, ..., m, 
j=1,2,..., nr et b; la contrainte de poids, de volume, etc. On 
désigne par z; le nombre d'objets j à emporter, j = 1, 2,...,n. 


On suppose connue l'utilité c; d’un objet j. Formalisons ce problème: 


n 
max À CT; 
n 
à dyyTy dy i=1, 2, ..., m, (7.14) 
z,2>0, x, entier, j=1, 2, ...,n. 


Il ne s’agit pas d’un programme linéaire vu que la condition 
d’intégrité est impossible à exprimer par des inéquations linéaires. 
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Or, de nombreux problèmes de caractère pratique se ramènent à 
cette forme. C'était justement le cas du problème primitif du hav- 
resac à la différence qu'on avait alors affaire à des bombardiers et 
à leur charge mortelle. 

2. Problème d'affectation. Soit r avions à affecter à n lignes 
aériennes. On sait que l'avion à affecté à la ligne aérienne j procure 
le revenu c;;. On recherche la meilleure manière d'affecter les avions 
pour maximiser le revenu total. 

On pose 


1 si l'avion à est affecté à la ligne aérienne j, 
LL: — 
i 0, dans le cas contraire. 


Voici le modèle mathématique du problème: 
n LL 
max ÿ » Cijti} 
i=1 7=1 


Dry, j=1,; 2,50, nr; (7.15) 


Zi, est soit O, soit 1. 


Les contraintes signifient que chaque avion doit être affecté à 
une seule ligne aérienne et que chaque ligne doit être desservie 
par un seul avion. 

3. Problème du voyageur de commerce. Soient des villes numé- 
rotées par 0, 1, 2, ..., n. Le voyageur de commerce parti de la 
ville 0 doit passer une fois par toutes les villes restantes et revenir 
à 0. On connaît les distances c;; entre les villes i, j (i, j = 0, 1, 2, ... 
..., n). On demande le chemin le plus court. 

On introduit les variables 


1 si le voyageur de commerce quitte à pour j, 
0, dans le cas contraire, 


1,1 = 0, 1,2, 0 


On aura besoin, de plus, des variables supplémentaires w, à — 
1: 2... 1: 
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Soit le problème 


n n 
min » 2 CiyTis 
1=0 J=0 


D ty=1, j—1,.2, ...,n, (7.16) 
i=(0 
ê Zi = 1, i = À, 2, ss. (7.17) 
=0 


u—u;+nzy<n—1Â,i,j=1,2,...,n, (7.18) 
z;, est soit 0, soit 1. 


Les variables u,, i = 1, 2, ..., n, ne figurent que dans les con- 
traintes. Elles jouent un rôle subalterne mais nécessaire (on le cons- 
tatera plus loin). 

On vérifie que le modèle formel (7.16) à (7.18) est équivalent au 
problème posé. Les conditions (7.16) signifient que le voyageur de 


J 2 6 


Fig. 7.5. 


commerce passe par la ville j — 0 une seule fois. Il résulte de (7.17) 
qu’il sort de la ville i 0 une seule fois. 

Mais les conditions citées ne suffisent pas à elles seules qu’un 
chemin soit connexe. Ainsi, le chemin de la fig. 7.5 a beau vérifier 
(7.16) et (7.17), il ne reflète pas les conditions du problème. 

I1 se trouve que la propriété de connexité est garantie par les 
conditions (7.18) d'aspect quelque peu artificiel. Plus précisément, 
elles interdisent tout cycle évitant la ville 0. ° 

En effet, soit ({x;:5}, {u;:}) une solution du problème (7.16) à 
(7.18). On associe au programme {z;;}) un réseau de transport en 
imitant le cas du problème de transport (voir $ 2): un arc (i, j) ap- 
partient au réseau si et seulement si z,;; — 1. Il est déjà connu que 
les conditions (7.16), (7.17) déterminent la propriété de chaque ville 
du réseau d’avoir exactement deux arcs incidents. 

Le lemme 7.1 entraîne la présence des cycles. On admet qu'il 
existe un cycle évitant 0 et comprenant Æ arcs. On fait la somme des 
inéquations (7.18) correspondant aux arcs (i, j) du cycle. La chose 
est possible car avec i Æ 0, j 0 (le cycle ne passe pas par le point 
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0), on trouve une inéquation (7.18) pour tout arc (ë, j). La somma- 
tion fait disparaître toutes les quantités uw; (le chemin étant cycli- 
que), il vient l’inégalité contradictoire nk< (nr — 1). Toute 
solution du problème (7.16) à (7.18) correspond donc au cycle pas- 
. par 0. On en déduit l’unicité du cycle pour le programme {x;;} 
onné. 

Il reste à montrer qu’un programme de ce problème est associé 
à tout chemin. | 

Soit un cycle quelconque d’extrémité initiale O0: 


bla... ll 


où L = 0, tous les Z, sont distincts deux à deux, 1< !, <n, r = 
= 1, 2.2 1m 

Prenons un programme défini comme suit. On choisit z;; conformé- 
ment à l'interprétation générale de ces variables. Les valeurs u; 
sont données par la formule: si i — L,, alors u, = r, i = 1, 2, ... 
..., n. Autrement dit, u, est le numéro d'ordre de la ville à dans 
la route du on de commerce. On montre que l’ensemble ainsi 


défini {x;,}, 0; 1,2, nr, et du T—1,2,..."n 
est un A du problème (7.16) à (7.18). 

On note que u; — u,;L n — À pour tous les i, j = 1, 2, ...,n, 
parce que 1< u,< n. Il en découle la validité de (7.18) pour tout 


(i, j) à condition que z;y = 0. Si Lij = 1,i,j 0, on a par cons- 
truction du programme à = L,, j — (se pour certain r, 1<r< 
< n — 1. Dans ce cas, u; =7r, u=r+Âeu,—u,— 1. D'où 


U—uj+nzy=n—îi. 


4. Problème des quatre couleurs. Un théorème remarquable a 
été démontré en 1976 aux termes duquel toute carte géographique 
peut être coloriée avec 4 couleurs au plus (voir [23]). Un problème 
mathématique des plus anciens et connus a trouvé donc une solu- 
tion. Chose curieuse, le résultat a été justifié en calcul automatique: 
quand les théoriciens se sont avérés impuissants à vérifier ladite 
propriété pour de nombreuses cartes (en nombre fini), ce sont les 
ordinateurs qui ont donné la réponse. 

Formulons le problème. Soit une carte géographique planaire 
telle que la frontière de chaque pays soit une courbe continue fer- 
mée. Deux pays sont dits limitrophes s'ils ont une frontière commu- 
ne (une portion de courbe de longueur positive). On demande de 
colorier la carte avec 4 couleurs de sorte que deux pays limitrophes 
ne soient pas de la même couleur. 

On montre que le problème se ramène à un programme linéaire 
en nombres entiers. 

On suppose que les pays sont numérotés par les indices j — 
= 1, 2,..., nr et que x; est une variable entière qui peut être 
0, 1, 2, 3, i.e. elle prend autant de valeurs qu’il y a de couleurs. 
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On désigne par T l’ensemble des couples (i, j) associés aux pays 
limitrophes : 


F = {(i, j) Iles pays à, j sont limitrophes, à, j = 1, 2, ...,n)}. 


Les valeurs z; et zj Sont distinctes pour tout (i, j) € T,ie.z;, 
=£ z;. Les variables étant entières, cela signifie qu’on a ou bien 
tj — 221, ou bien x: —z;,2>1. 

Pour écrire cette alternative en ternres d’inéquations linéaires, 
on introduit les variables supplémentaires u,; pour chaque couple 
(à, j) ET. Ces variables sont égales soit à 0, soit à 1, et les condi- 
tions ci-dessous impliquent u;,; = 1 et u;; = 0 pour z; <zx; et 
Zi > z; respectivement. 

Prenons les inégalités x; — z,> 1 — Au;,, x) — x,> —3 + 
+ 4u;,. Si u,y, = 1, alors x; — z,> = x; — +,2> 1. La première 
inégalité est superflue car elle est vérifiée pour toutes les valeurs 
z;, xy réalisables, et la deuxième garantit x; > z;. Si u;; = 0, on 
obtient de même rx; — x; > 1. 

Enonçons le problème en nombres entiers équivalent au problème 
des 4 couleurs. 

On demande la solution du système d’inéquations linéaires 


T; — Zi + Au; > 1, TZj — TZ; — Au, > —3, (i, j) € F, 
sous les conditions complémentaires imposées aux variables: 


D 204 2% 410. 1 
u;, = 0, 1, (ë, her. 


5. Examinons les problèmes décrits de la programmation linéaire 
en nombres entiers. L'écriture formelle ne diffère chaque fois d’un 
programme linéaire usuel que par des contraintes supplémentaires 
sur les valeurs des variables, d’où le nom de problèmes en nombres 
entiers. 11 y a nombre de modèles significatifs, importants dans la 
pratique, qui ramènent à des problèmes formels du genre de ceux 
du présent paragraphe. Au début, la condition d’intégrité des va- 
riables en a sérieusement contrecarré l'étude et la résolution. Il 
semble que la tactique la plus naturelle consistait à modifier un 
peu les méthodes classiques de la programmation linéaire. On dirait, 
par exemple, qu’il suffit de résoudre un problème en nombres en- 
tiers par une méthode numérique quelconque spéciale à la program- 
mation linéaire (sans prêter attention à la condition d’intégrité) 
pour ensuite arrondir les coordonnées de la solution aux entiers. 
Mais cette approche « de l’ingénieur » s’avère inconsistante même 
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dans des cas simples. Prenons, par exemple, le problème (voir [24]) 


MAX (TZ, — Ir2 + 3T:) 
—3z, + 279 + 2,< 3, 
4x, — 31, < 2, 

27, + TZ — 1,< 4, 
Tir Lo, TA entiers > 0. 


On fait abstraction de la condition d'’intégrité et on trouve le 
programme optimal x, — 1/2, x, — 0, x, = 4!;,. On peut arrondir 
le résultat de quatre manières différentes: (0, O0, 4), (0, 0, 5), 
(1, 0, 4), (1, 0, 5). On voit de suite qu'aucun de ces vecteurs n’est 
un programme pour le problème proposé et que la différence avec la 
solution entière optimale x, = 2, x, = 2, x, = 5 est notable. 

Il n'empêche pas que certains problèmes en nombres entiers se 
ramènent directement aux programmes linéaires. Prenons, par 
exemple, le problème d'affectation (7.15). Si l’on substitue à la con- 
dition imposée aux variables z;; l'inégalité z;,> 0, i, j — 1, 2, ... 
..., nr, On retrouve le problème de transport (7.1). Comme les nom- 
bres des seconds membres des contraintes de (7.15) sont des entiers, 
tous les programmes de base sont à valeurs entières (th. 7.5). Par 
conséquent, on obtient une solution entière du problème (7.15) par 
toute méthode numérique de la programmation linéaire, et la con- 
dition de non-négativité et les autres contraintes-équations garan- 
tissent l'égalité à O0 ou à 1 de chaque composante de la solution. 

S'agissant d’un problème en nombres entiers plus général, tel 
que le problème du havresac (7.14), la réduction en question n’est 
plus possible. Aussi les travaux théoriques correspondants ont été 
poursuivis dans deux directions différentes. La première concerne 
le problème entier général et porte le nom de méthode de coupes 
(ou de troncature). Il s’agit en l’occurrence de faire correspondre 
au problème intègre un programme linéaire usuel et de résoudre 
celui-là par le biais de celui-ci. 

La seconde tendance consiste à élaborer des procédés foncière- 
ment nouveaux pour des problèmes particuliers (du type voyageur de 
commerce). Parmi les procédés le plus employés, citons les méthodes 
« branche and bound » (séparation et évaluation progressive). On 
note qu’on utilise également les propriétés des problèmes correspon- 
dants de la programmation linéaire. 

Seule sera étudiée dans les paragraphes suivants la première façon 
d’approcher la programmation linéaire en nombres entiers. Sans nous 
occuper des détails de nature mathématique, nous nous placerons 
dans un cas simple à souhait pour donner une idée nette de l'essence 
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et des possibilités de la méthode considérée. Quant à l’étude cir- 


constanciée des algorithmes de résolution, nous renvoyons le lec- 
teur à [24]. 


$ 6. Méthode de coupes en programmation 
linéaire en nombres entiers 


1. Prenons un problème sous forme canonique et ajoutons la 
contrainte d'’intégrité : 


max (C, x) (7.19) 
Az = b, (7.20) 
T> 0, (7.21) 


z un vecteur entier. 


La condition d'’intégrité des variables complique singulièrement 
le problème de programmation linéaire (7.19) à (7.20). Il se peut, 
par exemple, que le problème (7.19) à (7.21) admette des program- 
mes (entiers) réalisables et que la fonction économique soit bornée 
sur l’ensemble admissible sans qu’elle atteigne son maximum. Ainsi, 
le problème 


max (V 2x, — x.) 
V2z-rtazs=i, x. 2, 2>0, 


ne possède pas de solutions entières, et il admet pour solution tout 
vecteur ((4 + «)/V 2, «, 0), «> 0, si cette contrainte n'est pas 
imposée. 

On comprend donc que l’on démontre les algorithmes de résolu- 
tion numérique des problèmes (7.19) à (7.21) en introduisant cer- 
taines conditions supplémentaires. 

Notre souci de simplifier l’exposé nous fait choisir, pour le cas 
considéré, les plus fortes contraintes possibles. 

I. L'ensemble X des programmes du problème (7.19) à (7.20) 
(sans condition d'’intégrité) est supposé borné, i. e. c’est un polyèdre. 

Cette hypothèse entraîne la propriété d’être fini de l’ensemble 


X des programmes entiers du problème augmenté (7.19) à (7.21). 
II. On suppose que tous les coefficients c;, j = 1, 2, ...,n, 
de la fonction économique sont des entiers. 
La condition II fait que la forme linéaire à maximiser (c, x) 


est à valeurs entières pour tout programme entier z € X. On dit 
que l’intégrité de la fonction économique est garantie. 

Bien que les conditions I et II soient assez sévères, on ne les 
affaiblit que légèrement (sinon on risque de compromettre les ré- 
sultats). 
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2. 11 existe en principe une possibilité de ramener le problème 
(7.19) à (7.21) à la recherche du programme optimal d’un programme 
linéaire (les variables n’étant pas astreintes à être des entiers). Soit 
comme toujours À un ensemble polyédrique défini par les condi- 


tions (7.19), (7.20). On note X l’ensemble de tous les vecteurs en- 


tiers z éléments de X. Autrement dit, À est défini par les condi- 
tions (7.19) à (7.20), i. e. 


Pa 


X — {x = (n, Lis cs Zn) | TE À, z; entier, ? = 1, 2,.::, nr}. 


Par définition, X = x. On appelle X° l'enveloppe convexe de 


XX C (X) (voir définition 2.9), auquel cas Xe = X. 

Ainsi, on a associé à l’ensemble polyédrique À un ensemble con- 
vexe XÀ°  X ainsi défini: À° est le plus petit ensemble convexe 
des vecteurs entiers de À. 


Selon l'hypothèse I, À est un polyèdre, si bien que X est fini. 
11 résulte du théorème 2.14 que X* convexe est un polyèdre. Etant 
donné le théorème 2.26 (équivalence de deux définitions d’un en- 
semble polyédrique), X° peut être donné par des inéquations lineai- 
res en nombre fini. 

Nous voulons insister sur la différence essentielle entre X et X°®. 


DérixiTiox 7.5. Un polyèdre dont tous les points extrêmes sont 
entiers (i. e. toutes les coordonnées de ces points sont des nombres 
entiers) est dit entier. 

Le polyèdre ZX® est manifestement un polyèdre entier parce 


qu’il n’a pas d’autres points extrêmes que des points de l’ensemble X 
des programmes à valeurs entières. 


L'étude de la correspondance X — X' est rendue légitime par le 
résultat simple suivant. 


TH£sor£ue 7.6. Tout programme de base optimal du problème de 
programmation linéaire 


max (C, æ) 
(7.22) 
zE Xe 
est solution du problème (1.19) à (7.21). 


DeMoxsTRATIoN. Soit z* un programme de base optimal de (7.22) 
et z* une solution du problème originel (7.19) à (7.21). Du fait que 
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z*EXes= X, on a dc, )< {c, z*). D'autre part, (c, )> 
> (ce, zx*) car r* € j=xe (z* est un programme entier), d'où 


{c, z*) = d, d étant la valeur de (7.19)-(7.21), ce qui achève la dé- 
monstration. 


Il v a lieu de souligner que le théorème 7.6 ne parle que de la 
possibilité de ramener la résolution d’un problème entier à la recherche 
des programmes de base d’un problème de la forme (7.22). La dif- 
ficulté majeure consiste en l’occurrence à donner explicitement 
le polyèdre X®e par un système d’inéquations linéaires pour pouvoir 
aborder le problème (7.22) par des méthodes numériques de la pro- 
grammation linéaire. Il paraît qu’il s’agit d’un cas aussi compliqué 
au sens numérique que le problème primitif de chercher un pro- 
gramme entier optimal. 

L'idée de « tronquer » l’ensemble X s’est avérée néanmoins fruc- 
tueuse. Elle est à la base de plusieurs algorithmes de la programma- 
tion linéaire en nombres entiers qui sont connus sous le nom de mé- 
thodes de troncature (ou de coupes). 

3. Voyons le principe des méthodes de troncature. Supposons 
qu’on a construit efficacement une suite {Z,}, r = 0, 1, ” 
de programmes linéaires définis chacun par son polyèdre X, propre 
et la même fonction économique (c, x): 


£,: max (c, x) 


(7.23) 
ZE Xr 


la suite possédant les propriétés suivantes: 
Xo = X,i.e. on prend pour X, l’ensemble des programmes 
du problème (7.19), (7.20); 

2) Xe = Xe, r = 1, : 

3) si ‘le vecteur optimal 2 ‘du problème £, ne vérifie pas la 
condition d’intégrité, il ne constitue pas un programme du problème 
Lt 1. e. D -h4 ê ZX ,+1 

On note que si z*, solution de £,, est entier à un pas r, alors 
il est solution du problème initial (7.19) à (7.21) en vertu de 2). 

On comprend intuitivement que construire de proche en proche 
les problèmes £,, r — 1, 2, ..., c’est approcher dans un sens 
l’ensemble Xe par les ensembles X.. 

C'est Gomory qui a été le premier à proposer des procédés de 
génération de la suite {Z,} qui garantissent la résolution du pro- 
blème (7.19) à (7.21) en un nombre fini de pas. Le paragraphe sui- 
vant traite le premier algorithme de Gomory qui utilise toutes les 
idées de base des méthodes de coupes. 
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$ 7. Premier algorithme de Gomory 
pour les problèmes de la programmation linéaire 
en nombres entiers 


1. On introduit la notion de coupe efficace qui consti- 
tue le pivot d’un grand nombre de méthodes numériques en pro- 
grammation linéaire en nombres entiers. 


Derinrriox 7.6. Soit z* un programme optimal du problème 
(7.19), (7.20) qui n’est pas à valeurs entières. L’inégalité 


n 

DATES 
ou 

(Vs TZ) Yo» (7.24) 
OÙ Y —= (V1, Yes + - -, Vn) est une coupe efficace à condition de satis- 


faire aux conditions suivantes: 

a) le vecteur z* ne vérifie pas (7.24), i. e. (y, 2*) > Yo, (con- 
dition de coupe); 

b) si x est un programme entier du problème (7.19), (7.20) (i. e. 
z est un programme de (7.19)-(7.21)), alors z remplit (7.24) (condition 
d'efficacité). 

On conçoit que le fait d’ajouter (7.24) aux conditions (7.19), 
(7.20) réduit l’ensemble admissible X tout en conservant ses points 
entiers. Un emploi répété de ce procédé « approche » successive- 
ment le polyèdre À€ moyennant des contraintes linéaires. 

La notion de coupe efficace est à l’origine de deux problèmes. 
Premièrement, il faut formuler l’algorithme de coupes général pour 
un problème arbitraire de la programmation linéaire en nombres 
entiers. Deuxièmement, il s’agit de construire une coupe efficace de 
façon que le problème (7.19) à (7.21) soit résolu en un nombre fini 
de pas, i. e. on prive chaque fois l’ensemble X d’une partie « super- 
flue » suffisamment grande. 

On note que la seconde condition est assez fine. Voyons, par 
exemple, le procédé de génération des coupes efficaces de Dantzig. 

Soit x* un programme de base optimal du problème (7.19), (7.20), 
o et «w les ensembles d’indices des variables de base et hors base 
respectivement qui sont associés à une base du programme xz*. Dans 
ce cas, zx? = 0 pour j € w. Cette propriété aidant, on construit fa- 
cilement une coupe efficace pour z* programme non entier. Cela 


peut être l'inégalité © z,> 1. 


jEo 
En effet, la condition de coupe est triviale du moment que 
S x? — 0. La condition d'efficacité est respectée elle aussi parce 
ET 


qu'avec x = (Z1, Ze, - - ., Zh) programme entier du problème 
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(7.19), (7.20), la quantité 3; z;, z,> 0, j Ew, ne peut être infé- 
few 


rieure à { que si z; = O0 pour tout j € «. 

Le programme zx est donc de base et on prend pour base corres- 
pondante la base associée à z*. Il est connu (voir (5.7)) que tout 
programme de base est défini de façon unique par la base associée, 


si bien que >, x; << 1 implique x = z*: égalité impossible car x 
fo 


est un vecteur entier et x* ne l’est pas. 

Malgré sa simplicité, ce procédé de construction des coupes effi- 
caces s’est avéré peu puissant vu que la résolution en un nombre 
fini de pas n’est garantie que pour une classe restreinte de problèmes 
en nombres entiers. 

2. Voyons le procédé proposé par Gomory. On désigne par [a] 
la partie entière d’un nombre réel quelconque «, i. e. [æ] est le 
plus grand entier À au plus égal à «. 

La partie fractionnaire {æ} de & est par définition {œ} — 
— à — [«]. Voici une propriété évidente de la partie fractionnaire 
d’un nombre réel quelconque : 1 > {a} > 0, et {a} = 0 si et seule- 
ment si & est un entier. 

Soit z* une solution de base non entière du problème (7.19), 
(7.20), {añ, as, . . ., aim} la base associée et $ le tableau simpli- 
cial lexicographique correspondant. 

Prenons le système réduit relativement à la base donnée (et à 3) 
du programme z*: 


Zo+ À XoTj — Loo: (7.25) 
J2E0 
a+2 Qt = Lio iCo. (7.26) 
LA 


Comme z5 = 0 pour j € w, les quantités x$ — (c, z*),x},iE o, 
seules ne sont pas à valeurs entières. 

Soit s un indice (0< s< n) tel que x* n’est pas un entier. On 
prend la s-ième ligne du tableau $ (l’équation s de (7.25), (7.26)), 
et on forme l’expression 


2, (2)= —{a0)+ D {as} 27e (7.27) 


Cd 


TasoreMe 7.7. Si xEX est un programme entier du problème 
(7.19), (7.20), alors 


z, (x) est un entier, z, (x) > 0. 


DEeMmoNsTRATION. La relation &,;—la,;) + {ass}, j = 0, 1, 2, … 
°.., %, permet pour i = s de tirer de (7.26) 


Z+ 2 (css 1+ 1(.27)) z;= [@o] + {@s0}, 
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d’où 
z,— [aol + D [esslty = {0} — D {as} ri. 
2€ 120) 


Le premier membre est un entier, si bien qu’il en est de même du 
nombre 


— 23 (2) = {ao} — 2 {ass} tre 


La propriété connue de la partie fractionnaire et z;> 0, j € w, en- 
traînent 


{co} EE 2 {a} LI, < 1, 
i. e. —2, (x) << 1 ou z, (zx) >> — 1. Mais z, (x) est un entier, d’où 
z, (2) > 0. 


CoxsEQUuENcE. Si x? (= «&,0) est un nombre non entier et l’ensemble 
X des programmes du problème entier (1.19) à (1.21) est non vide, 
alors certains {a,;}, j = 1, 2, ..., n, sont positifs. 

En effet, {æ,;} sont manifestement tous non négatifs. Admet- 
tons que {a,;} = 0, j—=1,2,...,n. 

Si X + @ et zE X, alors z, (z) = —{a,)}, ce qui contredit, 


en raison de 0 << {as} << 1, le résultat du théorème 7.7 (z, (x) est 
un entier). 


REMARQUE . La démonstration du théorème a utilisé l’hypothèse II 
(n° 1, $ 6) de fonction économique entière. En effet, la quantité 


Zo— [Goo] + 2, [&os] x; 


est entière pour s—0, (à condition quez € X )siZzo = (c, x) l’est. 


D'où le 

Tu£ortue 7.8. Si le nombre x? est non entier, l'inégalité 
2: (os) Ty > {a} (7.28) 
JEw 


est une coupe efficace. 


DEMOXSTRATION. On teste la condition de coupe de la défini- 
tion 7.6. Du moment que z° = «,, et z* est non entier, on a {as} > 
> 0. On a zÿ = 0 pour j E , si bien que ©, {u,;} zÿ = 0, et le 


je 
vecteur x* ne vérifie pas (7.28). Quant à la condition d'efficacité, 
elle découle de l’affirmation z, (x) > 0 du théorème 7.7. 
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3. On décrit le premier algorithme de Gomory. 

On appelle Z, le problème (7.19), (7.20). A la première étape de 
l'algorithme, on cherche le maximum lexicographique de Z, 
(voir $ 6, ch. VI). On désigne par 


z (0) = (xzo (0), 2x1 (0), - - ., zn (0)) 
un vecteur de dimension nr + 1 tel que (z1 (0), . .-., z, (0)) soit 


solution du /-problème ÆZ, et zo (0) = 2 Cf (0) la valeur de la 


forme linéaire. Chaque fois qu'il ne s° ui pas de confusion, on 
dira que zx (0) est un programme optimal du problème lexicographi- 
que £, (bien que nous appelions programme un vecteur formé de nr 
dernières coordonnées de z (0)). 

Le vecteur z (0) est un programme de base (th. 6.8), et il est un 
pseudo-programme strictement réalisable de ÆZ, par le théorè- 
me 6.10 

Si x (0) est entier, il constitue évidemment une solution du 
problème (7.19) à (7.21). 

Dans le cas contraire, on cherche le plus petit s, 0 s< n, tel 
que la quantité x, (0) ne soit pas entière. Soit # (0) le tableau sim- 
plicial sous forme lexicographique associé à z (0). On utilise les 
coefficients de la s-ième ligne de $ (0) (i.e. les coefficients du 
système réduit (7.25), (7.26)) pour construire une coupe efficace 
par le procédé décrit dans le numéro précédent. 

On introduit la variable additionnelle z,,, et on considère le 
problème £,: 


max (c, x) 
(7.29) 
Az = b, 
ER (as) Tj— Tn+1—= (&so} (7.30) 
z>0, r,+,2>0. (7.31) 


On cherche à l’étape suivante le maximum lexicographique de ce 
problème. L’algorithme de Gomory présente le grand avantage de 
fournir facilement le pseudo-programme strictement réalisable 
pour faire démarrer la méthode duale à appliquer à £.,. En effet, on 
prend pour ce pseudo-programme le vecteur 


y (1) = (To (O), Ti (0), - y Zn (0), Tn +1 (O)), 


« 


ou 
Tn+: (0) 7e à {a,;} T; (0) Es {&so} D SE {&so}- 


Car y (1) vérifie évidemment (avec zx (0)) les contraintes (7.29), 
(7.30) et toutes les conditions (7.31) sauf &,41 (0) = — {ao} << 0. 


14—0870 
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En outre, y (1) est un veeteur de base pour le système d'équations 
(7.29), (7.30) parce que le système 


(Go) (7). (7). (4) 


est libre et constitue la base relative à y (1) si {añ, aïr, ..., am} 
est la base associée à z (0). On montre que y (Â) est un pseudo-pro- 
gramme strictement réalisable. On construit le tableau du simplexe 
correspondant à la base concernée de y (1). Il suffit d'écrire en bas 
de $ (0) la ligne 
(— {so}; — {ai} . y — (As. mm) 

avec © — 1 Jar + + +» Ïn-m} l’ensemble des numéros des variables 
hors base qui correspond au tableau $ (0) pour le programme de 
base x (0) (voir $ 2, ch. VI). Le vecteur x (0) étant un pseudo-pro- 
gramme strictement réalisable, toute colonne fÿ, j € w, de $ (0) 
est l-positive: f > 0, je. I1 en résulte la même propriété de toute 
colonne (sauf la première qui est égale à y (1)) du tableau sous forme 
lexicographique relatif au vecteur de base y (1), i. e. 


LES di 


Ainsi, il suffit de connaître une solution x (0) du l-problème £, 
et le tableau associé $ (0) pour obtenir sans calculs supplémentai- 
res un pseudo-programme strictement réalisable de départ y (1) 
pour le problème Z, et former le tableau simplicial lexicographi- 
que correspondant. 

Il se peut que Z, soit impossible. On arrête la résolution du 
problème en nombres entiers (7.19) à (7.21) car on a le 


TH£orsME 7.9. Si le problème £, n'admet pas de maximum lezi- 
cographique, l'ensemble X des points entiers du problème (7.19) à 
(7.24) est vide. 


DEMONSTRATION. L'ensemble X des vecteurs vérifiant Az = b, 
x> 0, est borné sous l'hypothèse I (n° 1, $ 6), si bien qu'il en est 
de même de l’ensemble des programmes du problème Z,. Aussi la 
seule cause de l’absence du maximum lexicographique de Z, est la 
vacuité de l’ensemble de ses programmes. On montre que dans ce 


cas X est vide lui aussi. 
On suppose le contraire, i. e. À = @, et soit z — (x, Ts 2: 
+, Zn) E À. Par le théorème 7.7, la quantité 


ZnH = {&o} + x {ass} T 
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est non négative, ce qui signifie que le vecteur (Z,, Z2, . - ., Zn, 


2,41) est un programme de Z,: contradiction qui démontre le 
théorème. 


Soit x (1) = (zo (1), za (1), «+ - -, æn (1), Zn+1 (1)) solution du 
l-problème Z,. Etant donnés #, et x (1), on construit de même les 
problèmes Z,, r = 2, 3,,..., et les solutions zx(r) € R+1+ 
correspondantes. 

On note que l’algorithme de Gomory définit univoquement Ia 
suite x (r), r = 0, 1, 2, ... (cela résulte du théorème 6.7 et de s 
choisi de façon unique). Il convient également de dire que l’indice 
s n’est jamais supérieur à nr: 0Ss<n. En effet, si z;(r), j = 
= 0, 1, 2, ..., n, sont tous des entiers, le théorème 7.7 entraîne 
qu’il en est de même de z,41 (r), Zn+o (Tr), + . . 

Si le vecteur 


z (r) . (Zo (r), T1 (r), es Ln (r), es Ln+1 (r)) 


est entier à un pas r, le vecteur (x, (r), x; (r), . . ., æ, (r)) est solu- 
tion du problème (7.19) à (7.21). On laisse au lecteur le soin de dé- 
montrer ce résultat évident. 

Le passage du vecteur zx (r) à z (r + 1) par l’algorithme décrit 
constitue un cycle, chaque cycle étant composé d’un certain nombre 
d’itérations de la méthode duale du simplexe. 

S'agissant du premier algorithme de Gomory, on se demande en 
premier lieu si l’on aboutit nécessairement à x (r) entier au bout- 
des cycles en nombre fini. 

La réponse est donnée au numéro suivant. 

4. On démontre le caractère fini de l’algorithme de Gomory. Or 
utilisera les notations suivantes: 


z (0) — (&o (0), 21 (0), . ., zn (0)), où (æ1 (0), - - +, #n (0)) est: 


une solution du /-problème Z,, to (0) 2 cyt; (0) la valeur corres- 
i 
pondante de la forme linéaire; 


y (1) = (xo (0), z1 (0), + - +, Tn (0), Zn+1), Où 
Tn+s n {a,;) Tj (0), 


est un pseudo-programme strictement réalisable de départ dans la 
résolution du problème Z, par la méthode duale sous forme lexico- 
graphique ; 

y (1) = (Yo (1), Yi (4), Se 53 Yn (1), Yn +1 (1)), vecteur obtenu de 
y (4) après la première itération de la méthode duale lexicographi- 
que. 

On introduit de même les symboles z (r), y (r + 1), y (r + 1), 
Ft 2:22 


14* 
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On a en vertu des propriétés de la méthode duale lexicographi- 
que (th. 6.6) 


y(r) > g(r) > z (r). (7.32) 


LEMME 7.8. Soit s le plus petit indice tel que zx, (0) ne soit pas 
un nombre entier. On a 


(Zo (0), 1 (0), . . ., ze (0), [xs (0)]) > (Yo (1); 1 (À), - 
D Ÿ 8-1 (1), ÿs (1)). 


DEMONSTRATION. Comme y (1) > ÿ (1) (voir (7.32)), deux cas 
peuvent se présenter : 


1) (&o (0), 21 (0), - - ., Zs-1 (0)) > (Yo (1), ÿ1 (1), + - +, Ya (1); 
2) (to (0), z1 (0), +. ., Zs1 (0)) = (ÿo (1); Y1 (3 - + +, Vas (1)). 


Dans le premier cas, l'affirmation est triviale par définition de 
l’ordre lexicographique. 

Soit 2). Selon la règle 1* de la méthode duale du simplexe, c’est 
la variable z,:, qui est candidate à une sortie de la base à la pre- 
mière itération de la résolution du problème ZŸ, car x; (0)> O, 
j É ©, Tn+1 < 0 dans le vecteur y (1). Soit À € w un indice tel que 


_{an} <0, (7.33) 


_— as ù LES 


pour tout j E & si —{a,;} << 0. La variable zx, est introduite dans 
la base par la règle 2*!. 

Etant donné (6.29), le cas 2) n’est possible que si B;, = 0, i — 
= 0,1, 2,..., s— 1. Le vecteur x (0) est un pseudo-programme 
strictement réalisable de Z,, si bien que le tableau % (0) a toutes 
ses colonnes f, j € w, l-positives ; en particulier, * > 0. Par consé- 
quent, la coordonnée B,. de cette colonne est non négative. On note 
que Bar = an (i. e. OL SL n et sE w en vertu des formules du 
8 3, ch. VI). Avec la condition (7.33), «&,1 + 0. Aussi as > 0 et 


sn > (Asn}- (7.34) 


La formule (6.29) de la transformation du tableau simplicial 
donne 


ya (1)= 7, (0) — tt an. 
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On se rappelle que z, (0) = «sw, il vient par suite de (7.34) 


{&s0} {@so} 
LES {sh} Ash SA s0 — {ash} 


{an} me 


= y 0 — {&so) = [so] = [T, (0)] 


DA (1) — so 


ce qui démontre le lemme. 


REMARQUE.Si le problème de départ (7.19) à (7.24) a un sens, 
la conséquence du théorème 7.7 entraîne l'existence d'un indice # 
la vérifiant (7.33). 


CONSEQUENCE. 
(%o (0), æ1 (0), ..., Zs_1 (0), [z, (0)]) > 
> (Zo (r), T1 (r), er Ls_1 (r), Ts (r)). 


En effet, cette inégalité découle pour r = 1 du lemme et de la 
seconde inégalité (7.32). Dans le cas de r quelconque, on utilise 
y; (r) — ZT} (r), OK j< n, el y (r) Z z (r) de (7.32). 


T'HoR£ME 7.10. Si l’on est dans les hypothèses I et II du n° 1, 8 6, 
le premier algorithme de Gomory aboutit en un nombre fini de cycles. 


Le résultat est juste sous la condition nécessaire que le vecteur 
z(r) = (z(r), a (r), : -., Tn+, (r)) soit entier pour un certain r. 
Pour cela, il suffit de démontrer l'intégrité du vecteur (zx, (r), 
Z (r), . -., Zn (r)) parce que le théorème 7.7 implique dans ce cas 
la même propriété des nombres Z,,1(r), Æn+o (T), + . ., Æn+r (Tr). 
On rappelle que le plus petit indice s, x, (r) non entier, n’est jamais 
supérieur à nr: 0 s< nr. On démontre le théorème moyennant le 


LEMME 7.9. Il existe pour tout j, 0 j< n, un numéro R; tel que 
tous les nombres x; (r) soient pour r> R; des entiers et égaux à un 
même entier z; (R;). 


DE£eMoNSTRATION. Soit s, 0 SK n, le plus petit indice pour lequel 
le lemme n’est pas vérifié. On introduit la notation R = max R,. 
0LJ<Ls—1 
Si s = 0, on pose R = (. 
Soit r et L des indices tels que R<r< let x, (r), x, (l) soient 
non entiers. On montre que [zx, (r)] > [x, (1)]. En effet, on a par 
définition de s: 
z;(r) entier, 
zi(r)=z;(r+g), g=1, 2, .…. 


Aussi s est le plus petit indice pour lequel x, (r) est non entier. On 
a [x, (r)]> z,(l) par la conséquence du lemme 7.8. 

Le nombre z, (1) étant non entier, x, (l) > [x, ()], d'où le résul- 
tat cherché. L'ensemble X des programmes du problème (7.19) à 


| pour0O< j<s—1. (7.35) 
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(7.21) est borné, si bien qu’il en est de même de toute quantité x, (r), 
ÔLsLn, r —=1,2,... Les inégalités [z, (r)>[rz, (D >... 
ne forment donc pas une chaîne infinie, et la suite zx, (r),r = 0, 1, … 
ne peut comprendre une infinité de nombres non entiers. On démon- 
tre de façon analogue qu’elle ne contient pas non plus une infinité 
d'entiers distincts. 


Revenons au théorème 7.10. Soit R = max R;, avec R; du lem- 
0<Li<n 
me 7.9. Par ce lemme, z,(R), 0< j< n, sont tous des entiers. Le 
vecteur z (R) est donc ÉntieE (th. 7 7), i. e. l’algorithme de Gomory 
exige au plus R cycles. 

5. En exploitant le premier algorithme de Gomory, on se heurte 
à ce problème sérieux qu'est la multiplication des contraintes qui 
fait grossir les tableaux simplexes. Gomory supprime cet inconvé- 
nient par l’artifice suivant. 

4) Dans la méthode duale appliquée au problème ?,, on utilise 
À chaque itération la règle 1* améliorée: si la première colonne du 
tableau simplicial a plusieurs éléments fo (= 21), à = 1, 2, ... 

ñn, -.., n +r, négatifs, on élimine de la base la variable 
affectée de plus petit indice. 

2) Si toutes les variables principales zx,, æ, . .., z, sont non 
négatives à un pas, on arrête les itérations de la méthode duale 
même si l’on n’a pas atteint le maximum lexicographique du pro- 
blème Z,. Si toutes les variables z;, j = 1, 2, ..., n s'avèrent 
dans ce cas des nombres entiers, alors toutes les variables auxiliaires 
Znth # = 1, 2, ..., r, sont entières et non négatives par le théo- 
rème 7.7. Cela signifie (on le connaît) que le vecteur (ze, Z1, Zoe, - . 

., Tn) est solution du problème entier de départ. Dans le cas 
contraire, on passe au cycle suivant. 

3) On supprime la ligne associée à z,., dès que cette variable 
auxiliaire devient candidate à une sortie de la base. Cela a lieu, on 
se rappelle, à la première itération de la résolution du problème Z.. 

4) Si la variable z,., rentre dans la base à une itération ulté- 
rieure, la ligne correspondante n’est pas réintroduite dans le ta- 
bleau. 

On conçoit qu’avec les règles 3), 4), la dimension des tableaux 
simpliciaux du premier algorithme de Gomory reste invariante: 
chaque tableau renferme nr + 2 lignes (relatives aux variables prin- 
cipales Z,, Z1, + - , Zn et à la variable secondaire courante z,+, 
qu’on fait entrer dans la base) et rz — m + 1 colonnes (vu que les 
variables hors base sont constamment nr — m). 

5) De toutes les variables secondaires à faire sortir de la base à la 
première itération de la résolution de £,4+1, c’est Zn+,+1 qu'on 
choisit bien que les variables restantes puissent également être 
négatives à cet instant. 
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Notons que la dernière règle est en fait superflue parce qu’aux 
étapes 3) et 4) on ignore les valeurs des variables z,4,, . . ., æn +. 
lorsqu’on passe à Z,+:.. Le seul but de 5) est de mettre en relief la 
différence entre les algorithmes considérés. 

On note que la suite x’ (r), r = 0, 1, 2, ..., formée par 2) 
diffère en général de la suite intervenant dans l’algorithme de Go 
mory décrit au n° 3. Notamment, chaque vecteur zx’ (r) peut ne 
pas être le maximum lexicographique du problème Z, du moment 
que certaines variables secondaires sont négatives. 

La suite x’ (r), r = 0, 1, 2, ..., construite par les règles 1) et 
2) conserve néanmoins la propriété importante d’être unique. 

Il reste à prouver qu'avec 1) à 4), l’algorithme de Gomory reste 
fini, car cette propriété signifie bien qu’il donne une solution entière 
du problème (7.19) à (7.21). En effet, dire que le nombre R de cycles 
est fini, c’est dire que le vecteur z’ (R) est entier. 

On commence par faire la remarque suivante: si l’on applique 
la règle 2) pour le problème £,, le nombre d'itérations est fini (il 
est au plus égal au nombre d'itérations nécessaires pour en trouver 
le maximum lexicographique). 


TæeoregmME 7.11. La suite x’ (r) issue de l'algorithme de Gomory 
soumis aux règles 1) à 4) est finie. 


D £EMONSTRATION. Lorsqu’on a démontré le caractère fini de la 
suite zx (r) (th. 7.10), on n’a utilisé que deux des circonstances qui 
gouvernent la génération de la suite. Ce sont le procédé de cons- 
truction d’une coupe efficace et le fait que toutes les colonnes f?, 
j € w, de tout tableau courant sont lexicographiquement positives. 
Ainsi, la suppression de la ligne associée à unevariable secondaire ne 
peut influer que sur la dernière propriété. Mais cela n’a pas lieu, à 
savoir on a le 


LEMME 7.10. Toute colonne 
p — (Boss B1j 9 Bnf Pn+1, js Bntr.3)s 1E oO; 


de tout tableau simplexe résultant de l'algorithme de Gomory décrit 
au n°3 vérifie l'inégalité 


(Boss Bis» . Pn d > 0. 


D£EMonsTRATION. On admet que le lemme est faux pour un # € «w. 
Comme f# > O0, cette hypothèse signifie que 


Bin = 0, i—0,1,2,...,n. (7.36) 


Par définition du tableau simplicial sous forme lexicographique 
et vu la formule (6.21), 


z— 1 — 2 Pr, (7.37) 
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quel que soit x € R'+1+r si l'affirmation ci-dessus n’est pas juste 
pour #,. La formule (7.37) jointe à (7.36) traduit le fait que la va- 
riation de la variable x, n’induit pas celle de z;, à — 0, 1, 2, ..., n. 
Autrement dit, z. peut prendre des valeurs arbitraires pour un même 
ensemble de z;, 0< in. Il en résulte que, primo, k=> n + 1, 
et, secundo, l'hypothèse (7.36) est fausse du moment que la valeur 
de toute variable secondaire z,, #=> n + 1, est définie de façon 
unique par les valeurs des variables principales (cela découle de 
(7.30)). 

L'élimination des lignes relatives aux variables secondaires 
n’influe pas sur la propriété des colonnes f?, j € w, d’être l-positi- 
ves, si bien que ces lignes sont en général superflues. En effet, si 
l'on observe les règles 1) et 2), une fois introduite dans la base, la 
variable z,.. y reste jusqu’à la fin des calculs, et on n’a pas besoin 
de la ligne associée pour définir la variable à faire entrer dans la 
base par la règle 2*!. 

Ainsi, les éléments de la ligne relative à z,.,, ne figurent pas 
dans les formules (6.29) de la méthode duale qui donnent toutes les 
variables restantes. 

Il est déjà connu que l'indice s présidant à la formation d’une 
coupe efficace ne dépasse pas nr: 0 s< n, si bien que les varia- 
bles secondaires ne sont pas utiles ici non plus. 

6. Voici un exemple de résolution numérique d’un problème 
de programmation linéaire en nombres entiers. 

On se propose d'élaborer le modèle du crible d’'Eratosthène (re- 
cherche des nombres premiers naturels). 

Supposons connus les nombres premiers P,, Pa, + -., Pm- On 
demande de trouver le nombre suivant p,,+,. On écrit ce problème 
sous forme d’un programme linéaire. On désigne par x le nombre 
cherché. Soit le problème 

max (—x) 
= kipi tri 1<ri< Pi TZ Pms 
z, ki, ri naturels, à = 1, 2, ..., m. 

Les contraintes signifient que le nombre naturel z est premier 
avec tous les nombres premiers p,, p:, .- .., Pm et est différent de 1. 
Il est clair que le plus petit nombre naturel ayant ces propriétés 
coïncide avec Pm+1 

On se place dans le cas où p, = 2, pa = 3, Ps = 5, le nombre 
cherché p, étant 7. 

Ainsi, on a le problème de programmation linéaire en nombres 
entiers 

max (—z) 
z=2k +1, z=3kitr, 1<ra<2, 
Zz—=Skstrs 1<rs<4 225, 
Z, y, Kos Tas kg rs naturels. 
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On introduit des variables supplémentaires et on ramène le problème 
a la forme canonique 
max (—2) 
z=2k +1, z=S3kitre, 2 = 5ks +ra 
Ta — Vo = À, ra + We =2, rs — vs = 1, 
Ts +wWs=4, z— uv, = 5. 


Le vecteur des variables (x, k,, ko, ro, Ka, ls Vos Wos Us Was, Li) 
est supposé entier non négatif. 

On trouve facilement le maximum lexicographique du problème 
non soumis à la condition d’intégrité. C’est (5, 2, 4/3, 1, 4/5, 
1, 0, 1, 0, 3, 0). Les variables hors base sont v,, vs, L,. 

On obtient le tableau simplicial correspondant en exprimant 
toutes les variables par les variables non dans la base: 


Z—=d+U, 
1 
k,= 2+ g Ver k, = 3 3 Ve + 3 Le Ta = 1 +02, 


Wy—=1Â1—v,, W—=3— va. 

On introduit la variable x, correspondant à la fonction économi- 
que (x, — —zx), z — —5 — v,. Les variables secondaires de Go- 
mory seront notées y,, ya, . . . Les résultats des calculs sont donnés 
dans les tableaux pp. 217-218. 

Solution: æ=7, ki =3, ke = 2, ra =1, k,=1, r, = 2, 
Va = 0, w, = 1, v, = 1, w, = 2, v, = 0. 

7. Dans le premier algorithme de Gomory, toutes les variables 
sont supposées entières. Or, il existe pas mal de problèmes prati- 
ques dont toutes les variables ne possèdent pas cette propriété. 
L'’algorithme de Gomory présente, de plus, l'inconvénient d’être 
sensible aux erreurs résultant du calcul des parties fractionnaires, 
de l’arrondiment, etc. On a élaboré plusieurs algorithmes dépour- 
vus de ces défauts. Le lecteur peut prendre connaissance de quel- 
ques-uns de ces procédés de calcul en consultant [24]. 


$ 8. Décomposition des programmes linéaires 


1. Il existe une classe de problèmes de programmation linéaire 
dont les contraintes constituent un ensemble de structure spéciale. 
Toutes les variables x — (xz,, Z:, . .., x.) sont partagées en plu- 
sieurs groupes: 

= 4:54 25); 


R — 
LE (æ,_,+1 Sr), 22-70 0 Ze.) 
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avec 7, — ñn, tels qu’il y ait, à part des contraintes de forme géné- 
rale Az < b, des contraintes dont les variables appartiennent à un 
seul groupe: A,2 << bh, h—1,2,...,k 
C'est, par exemple, le cas du problème 
max (2r; ii Lo — La + 4x, + Z; . 226) 
tr +22 — 2 + 3e, — 2, < 18, 
Ty — Lo — ts + 27, + T2 + 22 < 15, 
27 + -2< D, Ti — Lo + 22 < 4, 
— TL +25 + Ir <K8, 2, — 22, + x T1, 
TZ 0, 1 = 1, 6. 
Le groupe de contraintes globales (qui portent sur l’ensemble 
des variables) constitue un bloc de liaison. Schématiquement, les 


contraintes des problèmes ayant cette structure sont représentées 
par la figure 7.6. N’était-ce le bloc de liaison, le problème serait 


<O 


[1 


évidemment décomposé en À problèmes indépendants de dimension 
plus petite. Il est cependant possible, même quand ce bloc existe, 
d'utiliser les particularités de ce problème pour le ramener à plu- 
sieurs programmes linéaires de dimension égale à celle des blocs. 

2. On décrit la méthode de décomposition de Dantzig-Wolfe. 


On désigne par À la matrice bloc-diagonale 


A, 0 0...00 
0 4, 0... 00 


A= 
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et par D le vecteur second membre des contraintes b — (br: D, x 
k 


| On prend le problème de programmation linéaire sous forme 
standard 
max (c, x) 
(7.38) 
Az< b, Az< b, z> 0, 


et on suppose À de format m X n et b E Rr. 
Comme précédemment on note X l’ensemble admissible du 
problème (7.38): 


X = {z | Az < b, Az < b, z > 0}. 


Soit, en outre, les ensembles 


Xa = {z|lAr<b}, XX = {| Ar <b, z> 0}. 


Evidemment, À = X 14 (| Az. 

Pour simplifier l’exposé, on se place dans le cas où X% est borné, 
i.e. c’est un polyèdre convexe. Cette hypothèse est manifestement 
vérifiée si et seulement si chaque système Az! < bh, x => 0, h — 
= 1, 2, ..., k, définit un ensemble borné. 

Soient s!, s°, ..., s\ les points extrêmes du polyèdre XX. Selon 
le théorème 2.13, le polyèdre X3 est égal à l'enveloppe convexe de 
l’ensemble de ses points extrêmes : 


x = (els D us s, 


# 
Z v=1, y>0, j=1, 2, ..., N|}. 
à 
Comme X = X,/f1 X3, le point x = ÿ,ysi est élément de X si et 


j=1 


seulement si Sy, = 1, y;>0, j = 1, 2,..., N, et x vérifie les 
i=1 
contraintes donnant ZX ,: 


N 
PU 
La valeur que la fonction économique prend sur le vecteur x s’ex- 
N 


prime moyennant s?, j = 1, 2,..., N:4(c, x) = dy; {c, si). On 


j=1 
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introduit les notations 


Vj = (c, s?), j = 1, 2, . N, V = (V: Var e..) Yw); 
Qi = Asi, j = 1, 2, 9 N, y = (Yi, Yos Yn)- 


Ici y; est un nombre et Q° un vecteur à m composantes. 
Le problème proposé (7.38) est équivalent au programme linéaire 


max (y, y) 
N_ N (7.39) 
D Qiysb, Sy, y>0, j—1, 2, ..., N. 
| 2= 1 


2= 
Il correspond à chaque solution y* = (yf, y2, . .., yN) de 
N 
(7.39) une solution z* — S\ys’ du problème (7.38). Le problème 


ani 
(7.39) s'appelle maître-programme. 

La réduction décrite du problème originel au maître-programme 
paraît de prime abord inutile. En effet, on formule (7.39) à condition 
de définir tous les points extrêmes s’, j = 1, 2, ..., N, du polyèdre 
X%. Or, le nombre N peut être très élevé, si bien qu’il s’agit là d’une 
opération laborieuse. Mais si l’on construit le maître-programme, 
c'est justement parce qu'on le résout connaissant au départ un seul 
point extrême de À. 

On introduit dans (7.39) autant de variables d'écart yy+:, 


YN+2 + <.s YNtm U'il y a de contraintes de type inégalités, il 
vient le programme canonique 
max (y, y) 


N : N : à 

D Qiy,+ D éynr—=d, D ys=1, 

J=1 i=1 J=i 
y2>0, 1=1, 2, .….N+m, 


avec ei le i-ième vecteur unité de l’espace R”. 
On allège l’écriture en introduisant les notations: 


&-(f). j=1 25 sas 
—, fei-N 
&-( ): j=N+1, N +2, .s N+m, 


_ [EN _ 
5=(,). Y= (Vs Vos os YN: 0, ..) 0)ER"* > 


y= (V1 Ugs es Yn+m)e 
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Le maître-programme sous forme canonique s’écrit 


max (Y, Y) 140) 


N+m _ 
8, @y;=b, yZ>0, j=1, Due N+m. 


On suppose connus le programme de base initial y° = (yi,y5, . .. 
…..., YNim) pour (7.40) et la base associée {Qñ, Qi:, ..., Qimui. 
On utilise la méthode simpliciale révisée (voir $ 6, ch. V). 

On note 


OC = {, Lise, m+1} A (Qù, Qi, SE Q'me:), 

Yo e— (vi, Vie FO ES Vims) Uo = (Yi Vis "529 Yimsi)- 
Dans la méthode révisée du simplexe, on vérifie en premier lieu si y° 
est un programme optimal. On calcule le vecteur 

— (A5!)'Yo 
et les quantités 
— (Qr, p°) — Yi: jéc 
(voir (5.41), (5.42)). On introduit les notations 
— (Pi; P° . Pm: Pm+1); p° — (p\; P9: ... Pm)- 


La dernière coordonnée de chaque vecteur @ÿ, j = 1, 2,..., N, 
étant 1,on a 


3 = (Qi, p°) + Pm+i — Yn 160, 1<Ï<N. (7.41) 


Sij>N,onaAx+; — (QN+i, p°) — Yn+; = pi parce que Yn+1 = 
= 0, T QN+H = ei, i—=1Â1,2,..., m. 

Ainsi, on connaît les valeurs de A; pour j = N. D'autre part, on 
ne trouve pas directement À,, 1 < 7j < N, par les formules (7.41) 
car on ne connaît pas les vecteurs Qi, j Éo. | 

On porte dans (7.41) Q’ et y; en fonction de s : 


Ay= (As, p°) — (c, si) + pm+1 = (A'p° — c, S) + Pn+x, 
112 2 NN. 


On vérifie si certains A;, j = 1, 2, N, sont négatifs. I1 suffit 
de prendre l'indice t, 1<t< N. pour lequel (A' p° — c, st) est le 
plus petit de tous les nombres A'p—c,s),1<j< N, et d’exa- 
miner A. Si A, > 0 et An +; > 0 pour tout 41 2 ss M 
alors y° est un programme optimal. On choisit t convenable si l’on 
résout le problème 

min (4'p°—c, s). (7.42) 


1SI<N 
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Du moment que le minimum de la fonction linéaire (4’p° — c, x) 
sur le polyèdre X% coïncide avec son minimum réalisé sur l’ensem- 
ble des points extrêmes, on remplace (7.42) par le Programme li- 
méaire 


min ec — C, Z) 
ei 7.43 
Az <b, z> 0. JS 


La matrice À est bloc-diagonale, si bien que (7.43) est décom- 
posé en k problèmes de moindre taille. Si l’on désigne par g* le vecteur 
formé de coordonnées de numéros r11 + 1, rn1 + 2, - .., rn du 
vecteur A’p° — c, (7.43) se ramène à k problèmes 


min (g*, x") 


(7.44) 
Ahz* << b", z" _ 0, 
h—=1; 2 7 7 
Si z** est solution du problème (7.44), alors le vecteur z* — 
= (x*1, z*°, ..., z**) en est évidemment une de (7.43). Soit z* 


un programme de base optimal du problème (7.43), qui coïncide avec 
un point extrême du polyèdre À 3. On note Q — (T° ] . Le vecteur Q 
est l’un des @, 1<j< N. Si A = (AD — 0, z*) + pu > 0, 
alors A;>0,j = {, 2, ses AV: 

Avec ce procédé, on vérifie si y° est optimal et on définit, en cas 
de réponse négative, le vecteur Q (ou l’un des vecteurs QN+i,1< 
<i< m) à introduire dans la base par la règle 1 de la méthode du 
simplexe. 

On cherche le candidat à une sortie de la base par la procédure 
usuelle de la méthode simpliciale sous forme révisée qui exige au 


départ la connaissance des seuls vecteurs 4:'Q et A5ly$. Ensuite, on 
passe à la nouvelle base par la formule (5.28). 

3. Il reste à préciser la façon dont on trouve le programme de 
base initial y° pour le problème (7.39) ou, ce qui revient au même, 
pour (7.40). Le dernier problème est à m + 1 contraintes (plus la 
condition de non-négativité des variables), si bien que la base rela- 
tive à un programme de base doit comprendre m “+ 1 vecteurs (sous 
l'hypothèse que le rang de la matrice des contraintes est égal au 
nombre d’équations). On voit aisément qu’il suffit, pour trouver le 
programme de base initial, de connaître un seul point extrême du 
polyèdre X%. En effet, soit s! un point extrême de X%, auquel cas 


on prend comme base de (7.40) la base {Qt, ON+1, Q N+#, 
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, QY+m}, où Q1 =(#,). Le programme associé est y° = (y}, 
Yhs ee YN+m)s OÙ 
y! = 1, y} = 0, pour 2<j< N, 
YN+i = ba — (As'h, pour 1 <Li< m. 


On définit sans peine un point extrême s! de X%. Le ee si zh 
est un point extrême du polyèdre {x | A,zh < bi > 0}, alors 


z = (z!,2°, ..., z*) en est un de X%. On trouve à s!) en ap- 
pliquant aux problèmes (7.44) le procédé de recherche d’un program- 
me de base initial du chapitre V. 


15—0870 


CHAPITRE VIII 


MÉTHODE DE RÉGULARISATION 
DES PROBLÈMES INSTABLES 
EN PROGRAMMATION LINÉAIRE 


$ 1. Notion de stabilité des programmes 
linéaires 


Une des difficultés de la résolution numérique d’un programme 
linéaire de la forme 


max (c, æ) 
Az < b 


tient à ce que les calculateurs électroniques ne travaillent que sur 
les valeurs approchées des paramètres qu’on arrondit au cours des 
calculs. On remplace, en fait, (8.1) par un problème 


max (c (ô), x) 
A ($) x < b (6), 


où l’on ne sait rien sur la matrice À (6) et les vecteurs b (6), c (ô) si 
ce n’est qu'ils avoisinent dans une certaine mesure les valeurs réel- 
les respectives de À, b, c. 

Pour se faire une idée plus nette de la proximité des matrices et 
de celle des vecteurs, on utilise la métrique euclidienne usuelle. 


On appelle distance de deux matrices À — (a;;) et À = (a;;) de 
dimension m X n le nombre 


IA4—AI= ÿ Z ZE Gu—e. 


i=1 


(8.1) 


(8.2) 


On a de même pour b = (b,, ba, . . y Om) 0 = (by, Bo + « ., Om) 


Ib—èi= Ÿ 2 (@—8». 
i= 1 


Si l’on fixe une matrice À et des vecteurs b et c, alors le symbole 
A (6) signifie pour tout ô > 0 que À (6) est une matrice dans le 
ô-voisinage de À, i.e. 


Il À (ô) — À 1] << 6. (8.3) 
De même, b (6) et c (ô) sont des vecteurs tels qu’on ait 
Il b (6) — b || < 6, (8.4) 


Ice (ô) — c || << 6. (8.5) 
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Un problème de la forme (8.2) avec les conditions (8.3) à (85) 
s’appelle le problème perturbé contenu dans le ô-voisinage du problè- 
me (8.1). 

Soient X° l’ensemble des solutions de (8.1), d sa valeur et X"° (5). 
d (6) leurs homologues pour le problème perturbé. La premi re 
question qui se pose lorsqu’on compare les deux problèmes concerne 
l’existence pour le problème perturbé. 


Deriniriox 8.1. Le problème (8.1) est dit stable s'il existe un 
nombre 6, > 0 tel que le problème (8.2) soit possible pour tout à, 
0<6< 6. Autrement dit, le problème (8.1) est stable s’il est 
possible ainsi que tout problème qui en provient par de petites varia- 
tions des paramètres. 


On suppose (8.1) stable et 6 = 0 tel que le problème perturbé 
ait une solution z* (6) € X° (6). On se demande si 

1) la grandeur d (6) de la valeur du problème (8.2) est proche du 
nombre d, 


2) si le vecteur z* (ô) est proche de l’ensemble X. 


Dérinrriox 8.2. Le problème (8.1) est stable par rapport à la fonc- 
tionnelle si 

a) il est stable, 

b) on trouve pour tout € >> 0 un nombre 6 > 0 tel qu’avec les 
conditions (8.3) à (8.5) on ait |d(ô) — d|< &. 


Autrement dit, la valeur de (8.1) en tant que fonction d (À, b, c) 
des paramètres du problème est continue. 


DeriniTiox 8.3. Le problème (8.1) est stable par rapport à La solu- 
Lion Si 

a) il est stable, 

b) on trouve pour tout € > O0 un nombre 6 > 0 tel que si l’on 
est dans les conditions (8.3) à (8.5), il existe pour chaque z* (6) € 
€ X° (6) un vecteur z* € X° respectant l’inégalité || z* (5) — z* ||“ < 
< 8. | 


Si le problème (8.1) est instable au sens d’au moins une des dé- 
finitions 8.1 à 8.3, sa résolution sur machine risque visiblement d'abou- 
tir à des résultats fort éloignés des valeurs réelles. 

Voici un autre problème soulevé par la notion d’un programme 
linéaire stable. Lorsqu’on étudie un phénomène réel sur des modèles 
mathématiques, leurs paramètres fournis par la statistique ou l’expé- 
rience ne sont des fois connus qu’approximativement, avec un cer- 
tain degré de précision. Si l’on prend donc un modèle de la forme (8.1), 
la seule chose à dire est que le modèle adéquat du phénomène est 
décrit par un problème (8.2). Ainsi, la relation entre les deux problé- 
mes requiert un intérêt pratique immédiat. 


15* 
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On se propose maintenant d'établir des critères de stabilité 
et de donner des méthodes de résolution si la stabilité n’a pas lieu. 


$ 2. Systèmes paramétriques d’inéquations 
linéaires 


Soit un système quelconque d’inéquations linéaires 
Az < b. (8.6) 


On désigne par Æ le cône polyédrique À = Co (a, &, ..., am) € 
€ R" engendré par les vecteurs-colonnes de la matrice À (dont il est 
donc l'enveloppe conique). 


TH£OREME 8.1. Si l'ensemble X des solutions du système (8.6) n’est 
pas vide, alors X est borné si et seulement si K = Rr. 


DEMOXSTRATIOX. Soit À — R', auquel cas il correspond à tout 
vecteur unité e, j = 1, 2,..., n, un vecteur p? non négatif tel 
que e — A'p?. Si T — (ri, 2, ..+. Zn) E À, alors 


zj = (e, zx) = (A'pi, zx) = (p’, Az). 
La non-négativité de p° et l’inéquation (8.6) donnent (p’, Az) < 
< (pi, b), d’où z; < (p’, b). 


On introduit la notation M — max (p°, b), il vient z;, < M, 
1SIi<n 


j—1,2,...,n. On trouve de façon analogue r;> M du moment que 
—ei € K. Ainsi,onapourtoutzeEX :M<z, << M,j = 1,2, 

., A, si bien que l’ensemble X est borné. 

Inversement, on suppose que X est borné et non vide, i.e. il 
existe des constantes A7 et M pour lesquelles (e, zx) < M,{—e, 
TT) M, 1 = 1; 2; ., nr, ont lieu pour tout z € X. Cela veut 
dire que chaque inégalité est une conséquence du système (8.6). 
I1 en résulte, par le théorème 2.27, l'existence des vecteurs p? > L 
g > 0, j= 1, 2,..., nr, qui vérifient A'p} = 6, A'q — 
j—=1,2,...,n, i.e. le cône X est égal à R? tout entier, ce . 
achève la démonstration du théorème. 


Par définition d’un cône, tout vecteur c € R'est pour À — R7 
une combinaison linéaire non négative de lignes de la matrice À. 
Le lemme ci-dessus affine ce résultat (il affirme que les coefficients 
de la combinaison linéaire peuvent être tous positifs). 


LEMME 8.1. Si Le cône K est égal à l'espace R” tout entier, il existe 
pour tout c E R' un vecteur p >> 0 tel que A'p = c. 


DEMoNsTRATION. On commence par montrer l'existence de p > 0 
pour lequel Ap — 0. Agissons par l’absurde. Dans ce cas, on trouve 
un vecteur z € R' ayant la propriété Az > 0, Az 0 (th. 2.30). 
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Il existe pour z un vecteur qg > > 0 tel que x = A'g (car À = R”). 
On multiplie scalairement par zx, il vient — (x, x) — (A'g, z) = 
— (q, Az) > 0, d'oùz = 0: contradiction avecl’hy pothèse Az £ 0. 
Soit c € R? quelconque et A’p = c. On a A'(p + p)= c et p + 
+ p > 0. Le lemme se trouve démontré. 
Procédons comme dans le $ 1 et écrivons pour le système d'’iné- 
quations linéaires (8.6) le système perturbé | 
A (ô) x < b (6), (8.7) 


avec À (6) et b (6) satisfaisant à (8.3) et (8.4). 
Notre exposé ultérieur utilisera certaines notions d’Algèbre 
linéaire que nous avons méconnues jusqu’à présent. 


LEMME 8.2. Si les éléments b;;, i, j — 1,2, ..., nr, d'une matrice 
— (b;,) carrée d‘ordre n sont de module suffisamment petit, alors la 
. Î1—B est non dégénérée. (Ici I est une matrice unité d'ordre n.) 


DEMONSTRATION. On montre la non-dégénérescence de Z—B pour 
lb; | << 1/n, i, j = 1, 2, ., R. On suppose le contraire, auquel 
cas il existe un vecteur 2=(&, Los + + Th) nOD nul tel que (7 —B) z— 


n 


— 0, et on estime que D |z; | — 1. Alors x — Bzx ou x, — 2 bis 


= 1 
1; 2, :;::5%"n.: Avec les propriétés de la valeur absolue d’un 


nombre, ona | x: | <> lb:51l 1z; 1, i=1,2,..., nr. On somme 


les deux membres par Favbort à à, il vient 


1= D ll (D lbul)lzs< D rl = 1: 
{1 Er = 1 


contradiction qui démontre le lemme. 


LEMME 8.3. Soit À une matrice de dimension m X n(m>n) 
et de rang n, i.e. ses colonnes aÿ, j = 1, 2, ..., n, sont linéairement 
indépendantes. La matrice A'A est non dégénérée. 


D£EMonNsTRATION. On note que A’A est à n lignes et r colonnes. 
Soit z € R' tel que A’Az = 0. On multiplie scalairement par zx, 
il vient 0 = (4'Ax, x) — (Az, Az), d’où Az = 0. Comme 


0 = Ar = mat + za +... + zx an 
et les colonnes de À sont linéairement indépendantes, on a x; = 0, 


j—=1,2,..., n. L'égalité A’Azx = 0 entraîne donc x = 0, i.e. 
A’A est une matrice non dégénérée. 
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LEuME 8.4. Si les éléments dj, i = 1,2, ..., m,j = 1, 2, ... 

.., n, d’une matrice D = (d;;) sont suffisamment petits en valeur 

absolue et la matrice À à m lignes et n colonnes est de rang n, alors 
A' (A — D) est une matrice non dégénérée. 


DEMoNSTRATIONX. On a À” (A — D) — A'’A — A'D, si bien que 
A’ (A — D) = A’A (I — (A'A)-'A'D) (on utilise la propriété de 
A'A de posséder l’inverse (lemme 8.3)). La matrice (4’4)7! 4’ est 
fixée, et on obtient donc à l’aide de D la matrice B = (4’A)-! A'D 
à éléments aussi petits qu’on le veut en valeur absolue. Selon le 
lemme 8.2, la matrice / — B est non dégénérée, auquel cas il en est 
également de même de 4’ (4 — D) en tant que produit de deux matri- 
ces non dégénérées A’A et 7? —B 


Le lemme suivant sert d'outil principal dans l’étude des propriétés 
de la famille d’inéquations linéaires (8.7). 


LEMME 8.5. Soit donnés une matrice À de dimension m X n de 
rang n et un vecteur p € R" tel que p > 0 et A'p = g, g étant un 
vecteur fixé de l'espace Rr. On trouve pour tout e > O un nombre ô, > 0 
tel qu’il existe pour chaque 6, 0 < 6 < ô, un vecteur p (ô) respectant 
les conditions 


A°| (6) p (ô) = g, (8.8) 
p (> 0, (8.9) 
IP) —pll<e (8.10) 


DEMONSTRATION. On cherche un vecteur p (ô) tel que 
p(ô) =p+Az(ô), avec z(6) E R, 
auquel cas 
g = À’ (6) p (6) = À’ (6) p + À° (6) Az (6). (8.11) 


On introduit la notation À — À (ô) = D, i.e. || D || 6. Si 6 est 
suffisamment petit, alors la matrice A°A (6) — À’ (A — D) est 
non dégénérée (lemme 8.4), L'égalité (8.11) entraîne pour ces à 
(4° (6) A)”-'g — (4° (6) A)-'4” (ô) p = zx (ô) (8.12) 
(A’ (6) À = (44° (ô))' étant non dégénérée). 
Les éléments d’une matrice inverse sont une fonction continue 
de ceux de la matrice proposée, si bien que 


lim (4' (8) 4)°1= (4'4) 1. 
SU 


Il y a donc la limite 
lim x (6) = (4’4)"1 g—(4’A)"1 4’p = 0 
6-0 
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vu que A’p — g. On en tire l’existence de 


lim (p (ô) — p) = lim Az (ô) — 
6-0 6-0 


Ainsi, le vecteur p (ô) = p + Azx (6), avec x (ô) défini par (8.12), 
remplit la condition (8.8). Si 6, = 0 est suffisamment petit, l’iné- 
galité (8.10) est vérifiée pour tout 6, 0 < 8 < 6,, parce que lim p (ô) 


Ô — () 
— p. Etant donné p > 0, il en est de même de (8.9) pour 6, suffisam- 
ment petit. 


TH£OREME 8.2. Si l’ensemble X des solutions du système d'inéqua- 
tions (8.6) est non vide et borné, alors il existe un nombre 6, > 0 tel 
que tous les À (6) sont pour tout Ü,0<ô< Ôo, bornés dans leur en- 
semble (encore qu'il en existe peut-être qui sont égaux à l'ensemble vide). 


DEmoxsTRATION. Le théorème 8.1 et le lemme8.1 impliquent l’exis- 
tence des vecteurs p? > 0, q° >> 0, tels que A’p° = e?, A'q — —e, 
1=4:2;:::; 1 0n déduit de plus du théorème 8.1 que la matrice A 
est de rang nr. Le lemme 8.5 fait qu’il correspond à tout & > 0 un 
nombre 6, > 0 tel que, pour tout 6, 0 < 6 < 6,, on trouve des vec- 
teurs p? (6) > 0, g’' (6) > 0, j = 1, 2, ..., n, satisfaisant à 


A' (6) pi (6) = eÿ, (8.13) 
A' (6) qf (5) = —eÿ, (8.14) 
lp? (6) — p'|| <e, (8.15) 
Ia (8) —gI< e, (8.16) 


1-12 sn 
Soit z = (2, . +; Zn) élément de l’un des ensembles X (6), 
0 < Ô < Go. On multiplie (8.13) scalairement par x, il vient 
zj = (x, e) = (zx, A° (ô)p? (ô)) = 
— (A (ô) x, p? (6)) < (b (6), p° (6)). 
On ie par Q le 6,-voisinage du vecteur b: Q = {y | y € Rr, 
y — bd || &} et on pose SŸ = {s]s E Ra, [s — pl < e}. Evi- 
demment, Q et S? sont des compacts et b (6) E Q; p? (6) € S?. Soit 
M° = MAX (y, S); 
ve 
sES 
auquel cas z, € M}, j=1,2,...,n. L 
Avec (8.14) et (8.16), on trouve de même le minorant M? des 


coordonnées z; du vecteur x € X (6). Les nombres M°, Mi étant 
indépendants de 6, 0 < Ô < 6,, on trouve le résultat voulu. 
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$ 3. Conditions nécessaires et suffisantes 
de stabilité des problèmes de programmation 
linéaire 


Dans ce paragraphe, l’auteur se propose de montrer l’équivalence 
des trois définitions d’un programme linéaire stable (voir $ 1) et 
d’établir des conditions nécessaires et suffisantes pour que le proble- 
me (8.1) présente ces propriétés. 

Les résultats du $ 2 permettent de parler du caractère tout par- 
ticulier du cas où la matrice des contraintes À est de rang n (les 
colonnes de À étant au nombre n). 


D&£riniTioN 8.4. Un cône X — Co (a,, a: ..., am) = R" en- 
gendré par les vecteurs-lignes de la matrice À est dit solide si la ma- 
trice À à n colonnes est de rang n. 


DeriNiTiox 8.5. Un vecteur c € R?est intérieur au cône K s’il 
existe un vecteur p € R" tel que p > 0, A’p = c. 


La position relative du vecteur c et du cône X joue un rôle im- 
portant dans l’étude de la stabilité du problème (8.1). 


DeriNirioN 8.6. On dit que le couple (X, c) est en position générale 
si le cône polyédrique Æ est solide et c en est un point intérieur. 


On établit la relation entre X et c, d’une part, et le cône polyé- 
drique Æ° = Co (—c, X) = R*, de l'autre. 


LEMME 8.6. Le couple (K, c) est en position générale si et seulement 
si K°— Rr. 


DEMONSTRATION. Soit K° — R'. Il existe, par le lemme 8.1, un 
nombre & >> 0 et un vecteur p >> 0 tels que c = —aœc + A'p, d’où 
c — A’p, avec p = p/(1 + ax) > 0. Ainsi, c est un point intérieur 
de À. Soit z € R? un vecteur quelconque. Etant donné Æ° — Ra, 
on constate l’existence d’un nombre non négatif & (x) > 0 et d’un 
vecteur non négatif p (x) > 0 pour lesquels on a x = —a (x) c + 
+ 4'p (x). On y porte c exprimé par les générateurs de X: 


z = —a(z) A’p + A'p(z) = A'(—a(z)p +p(x)),, 
i.e. x quelconque de R* s'écrit comme combinaison linéaire de vec- 
teurs-lignes de la matrice À. On en déduit que À est de rang n, i.e. 
K est un cône solide. 

On démontre F’affirmation dans l’autre sens. Soit X un cône solide 
et c son point intérieur, i.e. il existe un vecteur p => 0 tel que A’p — 
— c. On suppose que Æ° KR, auquel cas le cône polyédrique K° 
admet un hyperplan d’appui, i.e. il existe un vecteur x vérifiant les 
conditions z # 0, (x, x) < 0 pour chaque zx € K°. En particulier, 
{æ. —c)LO0, (x, a) LO, i 1. 2. ..., m, ie. (x, c) > 0 et 
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Az < 0. Le vecteur Az = za! + x,a? +... + z,a" 0 car il y 
a indépendance linéaire des colonnes de À. Par conséquent, au moins 
une coordonnée de Az est strictement inférieure à 0. Compte tenu 
de p=>0,0on:a 

0 > (p, Az) = (4'p, x) = (, x) >0, 


contradiction qui achève la démonstration. 


LEMME 8.7. Si le cône polyédrique C = Co fg;, gs, . . ., g,) 
coïncide avec l'espace R", alors on trouve un nombre 6, > 0 tel que 


le cône perturbé C (6) = Co (g1 (6), ge (ô), . . ., g,(ô)) soit égal à 
R' pour tout ô, 0 < ô < ,. 


DEMONSTRATION. On suppose que l'affirmation est fausse. Soit 
{6,} une suite telle que 6, > 0, lim ô, — 0 et chaque cône C (6,), 


k = 1, 2, :, ne soit pas égal à Rr. Dans ce cas, il existe un hyper- 
plan d'appui à à chaque C (ô;), i.e. un vecteur ya. IL y$ || = 1, ayant 
la propriété « (y, x) < 0 pour tous les x € C (6) ». En particulier, 

y", gi (On) KO, i=1,2,...,7r. (8.17} 


Les vecteurs y*, k — 1, 2, ..., étant bornés pour la norme, la 
suite {y} est considérée comme convergente vers un y°: 


ie. y = 0. 

Avec nos notations, le symbole g; (6) signifie que lim £: (Ô) = 
On passe dans (8.17) à la limite quand k —+ oo, il vient , Li) 
i = 1, 2: sr. Il en résulte (y°, zx) < <o0 pour tout zEC, : 
y 0, ce qui est d’ailleurs impossible du moment que € — Rx. 


Le dual de (8.1) s'écrit 
min (b, p) 


2 (8.18) 


Prenons le cône 
KD= Co (al, a*, ..., an, —al, —a*, ..., —an, vl, u,...,1") 
avec a, j = 4, 2, ..., n, la j-ième colonne de la matrice À et vi 
le i-ième vecteur unité de l’espace R". 

Le problème (8.1) a évidemment un sens si et seulement si b € KP, 
et une condition nécessaire et suffisante analogue pour le dual (8.18) 
est cE X. 


TH£orEmME 8.38. Le problème (8.1) est stable au sens de la définition 
8.1 si et seulement si le couple (K, c) et le couple (K?, b) sont en posi- 
tion générale. 
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D£EMoxSTRATION. On fait l'hypothèse de (8.1) stable. On montre 
que dans ce cas les deux ensembles respectifs X° et P° du primal et 
du dual sont bornés. 

Soit. par exemple, X° non borné. Il résulte du chapitre II que 
cet ensemble contient une demi-droite de la forme z° + Xs, À > O, 
avec s une direction, s = O0, (c, s) — 0. Soit c € R? tout vecteur tel 
que || c|| = 1, (ce, s) > 0. Prenons le problème perturbé (8.2), où 
A (6) = À, b (6) = b, c (6) = c + ôc. Alors le vecteur zx (À) = 
— 2° + Às est élément de X° = X quel que soit À > 0, mais la 
fonction économique (c (ô), z (A)) = (c (ô), x°) + AG (c, s) croît 
indéfiniment pour tout Ô > 0 fixe avec À tendant vers oc, i.e. le 
problème (8.2) est impossible. 

Ainsi, la condition de X° borné est nécessaire pour que le problème 
(8.1) soit stable. On utilise l’égalité des valeurs d’un primal et du 
dual et on démontre de façon analogue la même propriété de P°. 

L'ensemble X° peut être défini par le système d’inéquations li- 
néaires (—c, z)  —d, Az < b, d étant la valeur du problème, 
si hien que la borne de X° et le théorème 8.1 entraînent K° — Rr. 
Le lemme 8.6 dit que (X, c) est dans ce cas en position générale. 

L'ensemble P° est de même défini par le système (b, p) < d, 
A'p<c, —A'p << —c, —p < 0. La propriété de borne de P° et le 
théorème 8.1 impliquent Co (—_ AD, b) = R7, auquel cas Co (XP, 
—b) = R7. 

Le couple (XD, b) est en position générale par le lemme 8.6. 

Inversement, on suppose que (AD, b) et (X, c) sont les deux en 
position générale. 

Les cônes Co (—c, Æ) et Co (—b, ÆD) coïncident avec Rret 
R" respectivement (lemme 8.6), auquel cas il en est de même des 
cônes Co (—c (6), Æ (6)) et Co (—b (6), K 2 (6ô)) associés au problème 
perturbé (8.2) pour tout 6, 0 < ô < 6,, et des espaces Rret R” 
(lemme 8.7). On en déduit moyennant le lemme 8.6 que le couple 
(Æ (6), c (ô)) est en position générale, ainsi que (XP (6), b (ô)). 
Cela signifie, en particulier, que c (ô) € À (ô) et b (6) € KP (6). 
Selon la remarque ci-dessus, le problème (8.1) et son dual ont un 
sens pour tout 6, 0 < ô < 6, et admettent donc les deux une solu- 
tion. 


THÉOREME 8.4. Si (K, c) et (KD, b) sont les deux en position géné- 
rale, alors le problème (8.1) est stable par rapport à la fonctionnelle et 
à la solution. 


DEMONSTRATION. Soit, dans l’espace R+", le système d'équations 
et d’inéquations 


{c, z) = (b, p), 
Az<b, Ap=cp>0. (8.19) 
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Il est connu en théorie de la duaiité que ce système possède une 
solution si et seulement si les problèmes en dualité (8.1), (8.18) 
sont possibles, et l’ensemble de ses solutions est égal à X° x P° — 
— {(z. p) 1x € X°, p € P9}. Les ensembles X° et P° sont non vides 
et bornes par hypothèse, d’où les mêmes propriétés de X° x P°. 

On fait correspondre au problème perturbé (8.2) le système 


(c (8), x) = (b (6), p), 
A (6)z< b (6), A (ô)p = c(6), p> 0. 


On trouve par le théorème 8.3 un nombre 6, > ss tel que l’en- 
semble X° (6) x P° (6) des solutions de (8.20) n’est pas vide quel 
que soit 6, 0 < ô < 6,. Selon le théorème 8.2, X° (6) x P° (6) sont 
pour 0 < ô < 6, bornés dans leur ensemble. 

Supposons que l’affirmation du théorème est fausse. Il existe une 
suite {6,} de nombres positifs, lim ôx = 0, telle que, ou bien la 


suite d (64) ne converge pas vers ‘a valeur d du problème + 1), ou 
bien on trouve un nr e >> 0 tel que | z — zx Ga) | > € quels 
que soient x (ô:) € X° (ôz), k = 1, 2, , et ze X 
Soit x (ô:) € X° (64), p (ô:) € p° (ô,) des vecteurs quelconques, 
= 1, 2,... Comme X°(6) X P°(6) sont bornés dans leur en- 
ri on dit que les suites {x (ô:)}, {p (ô6:)} sont convergentes. 
oit 


(8.20) 


limzx(ô;)=21, lim p(ô»)= p. 
R—00 R—00 


Les vecteurs x (ôz), p (Ôô:) vérifient le système (8.20) pour à = ôx 
et les fonctions À (ô), b (6), c (6) sont continues, si bien qu’on passe 
dans (8.20) à la limite quand k# —+ co, il vient 


(c, z°) — (b, p°}, 
An < db, A'n = 0, p° > 0. 

Cela signifie, on l’a dit, que 2° € X°, p°E P9 et (c, x°) = d, 
auquel cas l'égalité lim x (ô6,) = 1° contredit la condition || z° — 
— z(ô:) || > 8. Du onent que 

lim d (6x) = lim (T(Ôx), c)=(2, c)=d, 


on vient de montrer que l’autre proposition de l'alternative n’est 
pas juste non plus. 


Avec les théorèmes 8.3 et 8.4, on a l'équivalence des trois notions 
de stabilité en programmation linéaire, et on dira « stabilité » tout 
court sans préciser sa nature. 

Le théorème 8.3 aidant, on énonce pour chaque type des program- 
mes linéaires des critères de stabilité plus commodes. 
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Voyons ce qu’il en est de (8.1) et des problèmes sous forme cano- 
nique et standard. 


THeoreME 8.5. Le problème (8.1) est stable si et seulement si 

1) la matrice À est de rang n, n étant le nombre de ses colonnes; 

2) il existe des vecteurs x° € R? et p° € R' tels que Ax° << b, A'p°= 
= €, > 0. 


DEMOXSTRATION. Aux termes du théorème 8.3 et des définitions 8.4 
à 8.6, une condition nécessaire et suffisante de stabilité de (8.1) est 
que le rang de la matrice À soit r et on trouve des vecteurs p° € R7, 
y E R',2E€ Ra, uf € R' tels que pt >0,w# >0,2>0,w > 0 
et A'p° = c, Ay° — AZ + w° = b. On pose z° = y° — © et on a 
l'équivalence de la dernière condition et de Az° < b. 


THÉEORÊME 8.6. Le programme linéaire sous forme standard 


max (C, x) 
Az <b,z>0 


est stable si et seulement s'il existe des vecteurs x° € Rr' et p° € Rtels 
que > 0, pt > 0, Ar < b, A'p > c. 


DEMONSTRATION. On ramène le problème proposé à la forme (8.1): 


max (C, x) 
Az <b, —z<O0, 


auquel cas À — Co (a;, ds, . . ., Am, —€!, —e*, . . ., —er). Le cône 
K est solide pour toute matrice À car il contient r vecteurs linéaire- 
ment indépendants —e?, j — 1, 2, ..., n. Il reste à démontrer que 
le vecteur c est intérieur à X (th. 8.3), i.e. on trouve des vecteurs po- 
sitifs p° € R7, y° € R? ayant la propriété A’p° — y° = c, i.e. A'p° > 
> c. On procède de même en ce qui concerne le vecteur zx‘. 


THÉOR£ME 8.7. Le programme linéaire sous forme canonique 


max (C, x) 
Az =b, z>0 


est stable si et seulement si 

1) La matrice À est de rang m, m étant le nombre de lignes de À; 

2) il existe des vecteurs x° € R'et p° € R" tels que Ar = b, © > 0, 
A'p° > c. 

La démonstration est celle du théorème 8.5 à condition d'’inter- 
vertir le primal et le dual. 


$ 4] RÉGULARISATION DES PROBLÈMES INSTABLES 237 


$ 4. Régularisation des problèmes instables 
Soit le problème sous forme standard 


max (c, zx) 
Az <b,z2>0. (8.21) 


On suppose qu'il y a instabilité. Conformément au théorème 8.6, 
les causes en sont 1) la non-existence d’un vecteur z° > 0 tel que 
Az << b; 2) la non-existence d’un vecteur p° >> 0 tel que A’p° > c. 
Dans les deux cas, on risque d’aboutir en calcul automatique à des 
résultats qui diffèrent sensiblement des valeurs réelles. On note 
que même s'il s’agit de (8.21) stable, sa forme n’en laisse souvent 
rien paraître. 

La régularisation des problèmes mal posés due à Tikhonov (voir 
par exemple [25]) est à la base de plusieurs méthodes qui permettent 
de résoudre un programme linéaire quelconque aussi exactement 
qu’on le veut, sans se soucier de sa stabilité. 

Voici une méthode de régularisation qui reste dans le cadre de 
la programmation linéaire. 

On suppose l’existence pour le problème (8.21), ce qui signifie, 
en particulier, qu’il a un sens, ainsi que son dual, i.e. on trouve 
des vecteurs x > 0: Ar b, et p>0: Ap > c. 

Ecrivons le problème perturbé correspondant 


max (c — ôe, x) 
Az € b + ôv, 2 > 0. (8.22) 


où Ô > 0 est un nombre, e = (1, 1, ..., 1) E R', v = (1, 1, ... 
..., 1) € R. 


LEMME 8.8. Si le problème (8.21) est possible, alors le problème 
(8.22) est stable pour tout 6 > 0. 


DEMOXSTRATION. On montre que le problème perturbé respecte les 
conditions du théorème 8.6. On pose z° = x + ae, p° = p + av. 


Comme Az < b + ôv, A'p > c — ôe, on trouve un nombre & > 0 
tel que 


An = Az + aAe << b + ôv, 
A'p° = A'p + aA'v >> c — Ge, 
et 2° > 0, p° > 0. 


On note d la valeur de (8.24) et d (8) celle du problème (8.22). 
TH£OR£ME 8.8. lim d (6) = d. 
ô—0 
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DEMONSTRATION. Soient r* et p* solutions de (8.21) et de son dual 
respectivement. Le vecteur r* est réalisable pour (8.22) quel que 
soit Ô>>0. Par conséquent, {c — Ôe, x“) d(ô) ou 


(c, z*) — Ô (e, z*) L d (6). Vu que (, zx“) =d, on a 
d (ô) > d — à (e, x*). (8.23) 


On procède de même pour les duals de (8.21) et (8.22). il vient d (6) < 
< d + 6 (v, p*). Finalement, 


d—ô(e, x*)< d(6) < d + 6 (v, p*)}, 
d’où le résultat voulu. 


« 


I] reste à montrer que la solution x (ô) du problème (8.22) est 
pour 6 petits voisine de l’ensemble X° des solutions de (8.21). 


LEMME 8.9. Soit 6, > 0. L'ensemble X9 (6) des solutions du pro- 
blème (8.22) est borné ‘dans l’ensemble pour tout 0 < 6 < 6. 


DEMONSTRATION. Soient z* € X° et p* solutions respectives du 
problème (8.21) et de son dual. Dans ce cas, A’p* — c > 0Oet A’p* — 
— (c — ôe) > ôe. On multiplie scalairement l’inéquation donnée 
par z (ô) quelconque de X° (6): 


(z (6), A’p*}) — (x (6), c — Ôe) > Ô (e, x (ô)). 
Puisque (x (ô), c — Ôe) = d (6), 
(x (6), A'p*) = (Az (6), p*) < 
< (db + Ôv, p*) = (b, p*) + 6 (v, p*) = d +  (v, p*), 


on a Ô (e, z(ô)) < d + 6 (v, p*) — d(ô). On utilise (8.23), il 
vient 


Ô (e, x (6)) < Ô (v, p*) + 6 (e, z*), 
çe, z(ô)) << (v, p*) + (e, z*). 


Le lemme se trouve démontré parce que e >> 0, x (ô) > 0 et le second 
membre de l'inéquation obtenue ne dépend pas de 6. 


d’où 


TH£OREME 8.9. Il existe pour tout e > O un nombre 8 > 0 tel 
qu’il corresponde à chaque solution x (6) € X° (6) du problème (8.22) 
une solution z* € Xde (8.21) qui vérifie l'inégalité || x (5) — z* | &. 


DEMONSTRATION. On suppose le contraire, et on trouve une suite 
{6,} de nombres positifs, lim 6, = 0, et une suite de vecteurs x (ô,) € 


R—00 
E X° (6x), k—1, 2,..., qui satisfont à 


x (ôx) — x 2> e (8.24) 
pour tout x € X. 
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Selon le lemme 8.9, X° (6) sont bornés dans leur ensemble pour 
0 < ô < 6,, si bien que la suite {x (6;)} est convergente. Soit 


z*—limz (Ô»). (8.25) 
Ro 


Chaque zx (6:) remplit les conditions 
(c — Ône, z (ôx)) = d (ôx), 
Az (ôx) < d + ônv, x (6x) > 0. 


On passe à la limite pour # —+ co dans le système donné d'équations 
et d’inéquations et on se rappelle que lim d (ôx) = d (th. 8.8), il 
R = 00 


vient 
(e, z*) = d, Az* < b, z* > 0, 
ce qui signifie z* € À°. La formule (8.24) ‘contredit donc (8.25). 


Ainsi, les théorèmes 8.8 et 8.9 justifient le procédé suivant pour 
résoudre un problème instable de la forme (8.21): choisir une suite 
de nombres positifs {6,}, . ôx = 0, et aborder les problèmes (8.22) 


pour k = 4, 2, ...en posant Ô = 6}. 


ANNEXE 


SUR UNE NOUVELLE MÉTHODE EN PROGRAMMATION 
LINÉAIRE 


La pratique de la méthode simpliciale et de ses variantes prouve leur grande 
efficacité. Ainsi, on résout de règle un programme linéaire à m contraintes et n 
variables au bout de m itérations, et les opérations arithmétiques élémentaires 
sont environ n°m. D'autre part, des tentatives ont été faites pour apprécier théo- 
riquement l'effort de caleul en fonction des paramètres de départ. En 1972, Klee 
et Minty formulent un programme linéaire à n variables et 2n contraintes qui 
demande au moins 27—1 itérations de la méthode du simplexe, i.e. s'agissant de 
la classe des problèmes linéaires, le nombre de calculs est évalué par une fonction 
exponentielle des paramètres. On connaît des exemples analogues pour la métho- 
de des potentiels appliquée au problème de transport. Ces faits sont décevants. 
En effet, certains problèmes de taille relativement modeste demandent donc, pour 
être résolus par la technique simpliciale, un temps prohibitif. Bien que les exem- 
ples du genre soient franchement artificiels et qu'il n’en soit rien dans la prati- 
que, on s’interroge cependant sur l'existence d'un algorithme qui donne la solu- 
tion d'un programme linéaire arbitraire après des calculs représentés par un poly- 
nôme dont les indéterminées sont les paramètres du programme. En d'autres 
termes, on veut savoir si la « complexité » de ladite classe des problèmes est 
exponentielle ou si elle est polynomiale. 

Nous ne nous proposons pas de préciser les notions d'algorithme complexe 
et d’algorithme laborieux, il nous suffit de les comprendre intuitivement. Nous 
tenons cependant à dire que lorsqu'on parle de la complexité des algorithmes, on 
peut se borner à des problèmes dont tous les paramètres d'entrée (les éléments de 
la matrice À et les coordonnées des vecteurs b et c) sont des nombres rationnels 
(un calculateur électronique ne travaille-t-il pas uniquement sur des rationnels 
avec des chiffres en nombre déterminé ?). Il y a plus. On peut estimer que tous 
les paramètres du problème sont des entiers(il suffit de réduire les rationnels au 
même dénominateur). On évalue naturellement la complexité de l'algorithme 
compte tenu de la précision du calcul (i.e. du nombre de chiffres). 

On suppose que dans le problème max (c, x), Az< b, tous les éléments a;; de 
Ja matrice À et les coordonnées b;, c; des vecteurs b,c sont des entiers; # = 
= max {la;;, |b;,lc;|},i—1,2,...,m,j—1,2,...,n. On conçoit que le 

i, 


4, 
volume de calculs dépend de m, n, h. 

Est-ce que le volume de calculs d’un problème arbitraire de la programma- 
tion linéaire est majoré par un polynôme à m,n,h? 

Etant donnés les faits ci-dessus, on optait pour la réponse négative. Aussi 
l'article « Un algorithme polynomial en programmation linéaire » de Khatchi- 
an ({27]) a fait l’effet d'une bombe. L'auteur met en œuvre un procédé de calcul 
original (connu sous le nom de méthode des ellipsoïdes) dû à Némirovski, Chor 
et Youdine et démontre un théorème qui s'énonce comme suit (on écrit f — © (£g) 
pour f (Ë), g (£) arbitraires s’il existe une constante X telle que la fonction 
f (5) << Kg (6) pour tout &. 


THEOREME 1. Jl suffit, pour résoudre un problème de programmation linéaire, 
O (ni (n + m) In hn) opérations élémentaires (addition, soustraction, produit, divi- 
sion, racine carrée, plus grand de deux nombres) et une précision (le nombre de chif- 
ires) O (n In hn). 
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On se borne à une description sommaire de la méthode des ellipsoïdes. 
Khatchian montre fort simplement dans [28] qu'il suffit, pour résoudre un pro- 
gramme linéaire, de disposer d’un algorithme qui établit si oui ou non un systé- 
me arbitraire 


Az< b (1) 


est compatible. Ce rôle incombe justement à la méthode des ellipsoides. Elle 
s'inspire des considérations suivantes. Soit 6 le plus grand module des mineurs 


de la matrice allongée du système (1). L’inégalité d'Hadamard connue entraine 
la relation entre Ô et h: 


In ôn< ninhn. 


LEMME 1. Si Le système (1) est compatible, sa solution est dans la boule E, = 
= {z1llzI<8Vr). 


DEMONSTRATION.Il suffit de prendre le cas où le rang n de À est égal au nom- 
bre de variables. Soit r un point extrême de l’ensemble des solutions de (1). 
Conformément au théorème 2.18 et à la règle de Cramer, les coordonnées r; de z 
s'écrivent z; — A;/A, où A;, A 0, sont des mineurs de la matrice allongée du 


système. Ona| A; 1 < 6,1 À | > 1 (lescoefficients étant des entiers) et iz;|< ô. 
Ainsi, s’il y a compatibilité de (1), le lemme 1 permet de localiser au moins 
une de ses solutions. On introduit la fonction 6 (z) = | ee {(Az); — b;} qui 
SEUL 
est le résidu au point x € R'". On désigne par r° = 0 le centre de la boule (de 
l’ellipsoïide E;,). Si 0 (1°) << 0, alors x° est solution du système proposé. Soit le 
cas 0 (x°) > 0 et s tel que 6 (x°) — (as, x°) —b., i.e. x° ne vérifie pas la s-ième 
inéquation. Tout vecteur x respectant cette inéquation se trouve manifestement 
dans le demi-espace (as, x) (a+, r°). L’intersection Q, de ce demi-espace et de 
E, est un demi-ellipsoïde (vu que l'hyperplan (as, r) — (as, z°) passe par le cen- 
tre de E;,). Par des considérations précédentes, Q, contient une solution du systè- 
me (1). Pour que l'algorithme soit uniforme à toutes les itérations, on décrit au- 
tour de Q, l’ellipsoïde E, le plus petit possible et on initialise le processusavec E; 
et son centre x!. On note une ressemblance évidente de cet algorithme et du pro- 
cédé de bissection d’un segment. Les calculs formels sont ordonnée comme suit. 
Un ellipsoiïde arbitraire E de R’'est défini par la formule E = {y | y = r + Bz, 
E II 1}, avec zx le centre de £E et B une matrice à n lignes et n colonnes. On 
ispose, au début de la k-ième itération de la méthode des ellipsoiïdes, du centre z} 
de l’ellipsoïde courant et de B, associée. L'itération de numéro k = 1,2,... 
consiste à 
1) calculer le résidu 8 (rt) relatif au vecteur r#. Si 0 (rk) << 0, alors rh est 
solution du problème, et on stoppe les calculs. Dans le cas contraire, on cherche 
un indice s tel que 0 (zh) — (as, x) — b:; 
2) trouver le vecteur n, — Ba. Si n, — 0, on s'arrête. Dans le cas contrai- 
re, on construit la matrice l, dont l’élément de numéro (4, j) est égal à (n,); X 
X Ong)5s : ue 
3) définir l'ellipsoïde suivant par les égalités 
1 
TRY DR — —— +; 
CEE LS 


af rde) gp foie (EN) mn) 


On note qu'avec ces formules, on calcule de façon approximative avec la 


précision indiquée, ce qui permet de rester dans le domaine des nombres ra- 
tionnels. 
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L'algorithme s'arrête ou bien pour des raisons décrites, ou bien au bout de 
O (n° In Ôn) itérations. 
On justifie l’algorithme par les résultats suivants. 


LEMME 2. Si Le système (1) est incompatible, alors on a 8 (x) > 1/(2n 6) pour 
tout point x € R'. 


La démonstration est basée sur la même idée que celle du lemme 1, aussi on 
passe outre. 
Soit Ô = min 8 (x). 


x € Eo 
THÉORÈME 2. On suppose que la méthode des ellipsoïdes appliquée au problè- 
me (1) s'arrête après N itérations et 0 (x1) = es 6 (zh). On a 0 (19) << 
<N+ 


< 0 + 1/(4n6). 
Pour la démonstration (qui est assez fastidieuse), voir [28]. 
LEMME 3. Le système (1) est compatible si et seulement si 0 (19) 1/(4nô). 


DÉMONSTRATION. Si 0 (794) 1/(4n6), alors le système est compatible par 


le lemme 2. Soit 6 (x1) > 1/(4n6). Comme 6 > 8 (z2) — 1/(4nô) > 0, on a 
6 (x) > 0 pour tout x € E,, et le lemme 1 entraîne l'incompatibilité. 


D'où provient l'estimation du nombre d'opérations élémentaires du théorè- 
me 1? Il y a au plus O (n2 1n ôn) itérations de l'algorithme. A chaque itération, 
le calcul du résidu se fait en O (nm) opérations, et la recherche de la nouvelle 
matrice en exige O (n°). Cela fait au total O (n (nr + m)) opérations par itération. 
On compte donc O (n° (nm) 1n ôn) opérations par algorithme. Avec la relation 
entre ô et À, on obtient le résultat voulu. 


Nous voulons dire pour conclure que si les estimations obtenues témoignent 
d'uneefficacité plus grande de la méthode des ellipsoïdes devant la méthode 
simpliciale, cet avantage est purement théorique car on traite en 
l'occurrence les programmes linéaires les plus « mauvais », très éloignés des cas 
réels. Dans la pratique, la méthode du simplexe reste l’outil principal de la pro- 
grammation linéaire. 
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CHAPITRE II 


1. L'ensemble des points rationnels du segment [0, 1]. 

2. Soit zl,z® € X,rEf{zx!, z°]. On partage en deux le segment contenant z. 
Comme les extrémités sont dans X, on obtient une suite de points (par exemple 
d'extrémités gauches des segments partiels) appartenant à X et ayant zx pour li- 
mite. Le caractère fermé de X fait que x € X. 

3. Soit (z1, 1) EX, (ze, Ye) EX,G, BZ> 0, & + B — 1. On démontre que 
ay, + By > 1/ (ar, + Br.) en se rappelant que y, > 1/z,, y. > 1/z4, x > 0, 
Za > 0. D'où ay > œ/x1, Bye > P/x, où ays + Bya > rs + Bfze. Il suffit de 
démontrer l'inégalité œ/z, + B/z, > 1/(axr, + Bzre) ou a? de GB (zi/ta + ze/z;)+ 
+ B°> 1. Comme z;/x, + r/7> 2, on a @? + @f (ry/re + za/z3) + > 
Fe et Y = 1. | : 

4. On prend le point (5, 1/5) de l’hyperbole, i.e. un point de la frontière de 
l’ensemble X, et on mène une tangente à l’hyperbole en ce point. On utilise 
à cet effet la formule (y—y0)/(z — zo) = f’ (xo) qui définit la tangente à la courbe 
y = f (x) au point (x, Yo), il vient l’équation de la*droite x/5 + 5y = 2. On 
y porte les coordonnées du point (5, 0): (1/5)5 + 5-0 << 2. Il reste à montrer que 
215 + 5y> 2 pour tout point (x, y) EX. Vu que y> {/z, on a z/5 + 5y> 
> 2/5 + 5/z> 2V x/5 (5/x) = 2. On vient d'utiliser la non-égalité'de {la moyen- 
ne arithmétique et de la moyenne géométrique de deux nombres positifs. 

5. On suppose le contraire, et soit xl, z° EX, 2%,€[z!, z3], 2 6 X. On 
construit l'hyperplan {p, x) = c qui sépare z° et X: Gp, ©) > c, (p, 2)< ec, 
zEX. Soit 2° = art + Pr, où æ&, B> 0, & + B = 1. On fait l'addition de 
(p, 21) < c, (p, x?) c de coefficients «& et}B, il vient”(p, x) < ce: contradiction 
avec l'équation (p, zx) = c de l'hyperplan. 

6. Soit zl,z?E X, b = 21/2 + 72/2, auquel cas 


Nb—al= 1 (xt — a)/2+ (7 — a)/21< 
<2—-al/2+1|z—-al/2<1b—al. 


On a recouru à l'inégalité du triangle et à [| x! — a | || b — a ||. La suite 
d’inégalités ci-dessus montre que 


Iz'—al=lb—-al=iz#—-al, 
IG —ao)+(—-a)l=Ir-el+lz-ar. 


La dernière égalité et les propriétés des normes impliquent rt — a = À (x? — a), 
où À >> 0. Les vecteurs xl — a et x? — a étant de même longueur, on obtient 
À = 1,:i.e. xl = zr°, donc b est un point extrême. 

7. L'intersection d’un hyperplan et d’un compact convexe est un compact 
convexe. Cette intersection possede des points extrêmes (voir exer. 6). Il est. 
évident que les points extrêmes de l'intersection sont autant de points extré- 
mes du compact convèéxe de départ. 

8. Dans le plan, c'est, par exemple, l’épigraphe de la partie positive d’une 
hyperbole (voir exer. 2) et la droite y = 0. 

9. Soient {p!, x) = «1, (p?, x) = cA tels que (p1, 2%) = ec, (p?, 2%) = cs, 
(pl, z) << C1, (p°, z) << c. pour tout x € X. On constate aisément que l'hyper- 
plan (p, x) — c quelconque, où p = a@pt + Bp?, c = ac; + Per, a + B = 1, 
a, B> 0,estun hyperplan d'appui à X en rt. 


10. Soit z = D œzl,où d'a =i,a>0,i=1,2,...,n. Evidem- 
i=1 i=1 


16* 
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! 
ment, (:) _— D) &; n . On applique le lemme 2.1 aux points (:) | ( 1 


zi 
i—{ 


i — 1,2,...,k, de l’espace R°*1, il vient que le point (:) s'écrit comme combi- 
naison linéaire de n + 1 points: 


: n+i 
| — DE p«( i k 
LT i z* 
n+! n+i 
où > Bs = 1, B5>0, s— 1, 2,..., n + 1. Dans ce cas, x = D. Baz!s . 
s=1 s=1 

11. On vérifie directement la définition 2.6 d'un cône convexe. 

12. Soit p!, p° E A*, &«, B> 0. Si x E K est un vecteur arbitraire, alors 
{z, ap'+fp?)=a(x, p'}+B(x, p°) < 0 parce que (x, p')}< 0, (z, p°)< 0. 

13. Si p € K*, alors (et, p) < 0, (—ei, p) £ 0, avec ei le i-ième vecteur 
unité de l’espace R', i = 1,2,...,n. Donc, À* = 0. 

14. 11 est clair que A+ = K*. Soient p € A*, x € À, auquel cas 

k k 
z= NO Bizi, (p, 2)= NN Bip. xl) 0, ie. At A*. 
i= 1 i-1 

15. Conformément à l'exercice précédent, on se donne ÆX* par le système 
d'inéquations linéaires (ri, p<0,i=1,2,...,k,où zl,i —=1,2,...,k, 
sont les He du cône polyédrique X. X* est un cône polyédrique convexe 
par le théorème 2.21. 

16. La conséquence du théorème 2.15 dit que À = ÆX**, si bien qu'il suffit 
d'utiliser l’affirmation de l'exercice 14. 

17. Soit X le plus petit cône convexe contenant l’ensemble M. Co (M) étant 
un cône convexe, ainsi que l'intersection de cônes convexes, on a Co (M) = X. 
D'autre part, Æ contient, par définition d'un cône convexe, toutes les combinai- 
sons linéaires non négatives des éléments de M, i.e. À = Co (M). 


CHAPITRE III 


1. Il est clair que le problème a un sens (le vecteur r— 0 en est un program- 
me). On montre qu'il en est de même du dual 


min (b, p) 
A'p>c, p> 0. 
Soit e—= (1,1,...,1) € R7, auquel cas 


m m m 
A'e=(S dis D dis, ss D ain) : 

i—1 i= 1 i=1 
et les conditions imposées à la matrice À entraînent la positivité de toutes les 
coordonnées de ce vecteur. On a alors ÀAA’e> c pour À > 0 suffisamment grand 
i.e. le vecteur p = Àe est réalisable pour le dual, Les deux problèmes en ualité 
ayant un sens sont possibles l’un et l’autre par le théorème de dualité. 

2. VARIANTE 1. Soit X = {z | Az< 0}. Si l'on a (c, rx) < 0 pour chaque 

z EX, alors x = 0 est évidemment une solution du problème. Mais si l’on trouve 
un vecteur r° € X tel que (c, ©) >> 0, il y a impossibilité car tout vecteur Àz?, 
À > 0, appartient à X et la valeur À (c, z°) peut être arbitrairement grande. 
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VARIANTE 2. Le problème D (0, cest possible si P (0, c) l’est. Comme la 
fonction économique de celui-là est définie par le vecteur nul, sa valeur et, par- 
tant, la valeur de P (0, c) est égale à 0. Si P (0, c) admet une solution, il s'agit 
donc de zx = 0. 

3. Soient z° et p° des vecteurs réalisables du primal et du dual respective- 
ment. On vérifie de suite que zr° et p° sont réalisables pour les problèmes associés 
avec b’ modifié. 

4. On construit le problème dual 


max (p1 + 2pe + 3p3 +... + npn) 
M+rPet past... it Pn<1, 

Pa T Pate. FT Pn< à 
Pat... + Pn< Sd 


piz U, i — Î, 2 LL ee. … n. 


Le primal et le dual ont évidemment un sens, et ils sont donc possibles. Les 
conditions de non-négativité entraînent que tout vecteur réalisable p = (p; 
Por + + +» Pn) (et. partant, toute solution) du dual vérifie toutes les contraintes 

n n 


à partir de la deuxième comme inégalité stricte Ÿ' Pi< he pi< 1 <k. 
i=h i= 1 
D'après le théorème d'équilibre, on a, dans toute solution z* — (2*,1*,...,7n) 
du primal, zj* = 0, j— 2,..., n. D'où l'on déduit sans peine la solution unique 
du primal z* = (n, U,0,..., 0). 
5. Vu les conditions b, a; > 0, l'ensemble admissible X = {x|r2> 0, 
n 


> ajr; << b} est non vide et borné, i.e. c'est un polyèdre convexe. Il est immé- 


= 

diat de vérifier que tous les points extrêmes de ce polyèdre s’écrivent (0,0, ...,0, 

bla, 0, ..., 0). Ne sont optimaux que ceux des points extrêmes pour lesquels 

cRb/an = ins (c;b/a;). Si cet indice k est unique, il y a unicité pour le 

SES ts 

roblème. On l'a, en particulier, dans le cas de tous les nombres c;b/a; distincts. 
oit Oo — {kn, ka, - - -, ka} l'ensemble des indicesk,,1< k,<n,r = 1,2 ,...,@ 

tels que cx-blap, = De (cybla;). Les vecteurs zx" — (0, 0, ..., UÙ, 

1<i<n 
blag,, 0,...,0),r —1,2,...,q, épuisent avec eux tous les points extrêmes du 


q 
polyèdre, si bien qu’une solution arbitraire du problème a la forme x — KR ŒrT’s 
r= 1 


q 
où as >U,r—1,2,..., NC TES 1, i.e. 
z = (0,..., 0, œb/ap,, 0, ...,æb/ap,, . . .,0, œqbiap,, 0,..., U). 
6. Prenons le problème dual 
min (—4p; + 2p2 + 8p3) 

—MPi T Pa + Spas = À, —p1 — pe — Pa == 3, Puy Pn Ps> 0. 

Le programme 1° = (0, 4) vérifiant la deuxième et la troisième contrainte 
comme inégalité stricte est optimal sous la condition nécessaire et suffisante que 


le problème dual possède un programme de la forme p — (p,, 0, 0). Dans ce cas, 
—Up = 1, —-p]=32,d'oùp<0,1<Uet 3Âu = 1. 
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7. La condition entraîne que (c, z) < det (c, x) > d sont une conséquence 
du système d'inéquations Az< b, —A4z< — b 

Selon le théorème 2.27, il existe un vecteur (u, v) de dimension 2m non néga- 
tif pour lequel A’u — A’v = cet (b, u}) — (b,0)< d. On introduit la notation 

= u—v€R", il vient c — 4’p et (b, p}< d. On montre que (b, p}= d. 
Soit z un vecteur quelconque tel que Az = b. Dans ce cas, (c, 2) = (A'p, z)= 
= (p, Az) = (p,b}) .D'autre part, (c, x) — d (l'équation donnée est par hypo- 
thèse une conséquence du système Az = b). Ainsi, (p, b) = d. 

8. Soit A4 zx° < 0, 4’p° > 0, p° > 0. Le problème primal a un sens parce que 
le vecteur Àr° vérifie la contrainte pour À > 0 suffisamment grand. 

De même, le vecteur up? est réalisable pour le dual quels que soient c et 
u > 0 suffisamment grand. On conclut par le théorème de dualité, que les deux 
problèmes sont possibles pour tout b et tout c. 

Inversement, si l'on admet que le problème considéré est possible pour 
n'importe quels bet c, alorsilen est de même du dual. Soit b0,c>=>0et 
soient z° et p° des vecteurs réalisables quelconques. On a 4zx° << 0, A'p9 > 0. 

9. On prend pour c le vecteur a,. En effet, tout x € X vérifie (as, z)< b4, et 
(a, 2) = b;,i.e. (a,z)< (ay, } pour chaque z de X. 

10. C,o contient des vecteurs non nuls (exer. 9). Soient cl, c3 € C9, «a =>0, 
B> 0. Il faut montrer que act + fc? € Co, ie. (œ@ct + Bet, )> (œct + Bc*,z) 
pour tout x € À. 

Mais le fait «cl, c* € Ce » entraine 


(et, #)> (el, x}, (et, 20)> (et, a) VzEX. 
On multiplie ces inéquations par & et B respectivement et on additionne les 


tats. 

11. Soit bl, PE B.,a, B> 0, &« -- B = 1, b = abl + Bb*. Il faut prouver 
l'appartenance b € B.. Pour cela, il suffit d’établir que les problèmes (3.2) et 
(3.4) ont un sens. Il en est évidemment ainsi du second problème parce que l’en- 
semble P est indépendant de b et il a un sens, par hypothèse pour la fonction 
économique (b1, p}. On note X (b) l’ensemble admissible de (3.2). Soit r1€ 
€ X (b!),z° € X (b2). Dans ce cas, ar! + Pr? € X (b) du moment que À (œxr! + 
+ Bz°) = œAzrt + PAzr?< œbl L Bb? = b. 

12. Avec les notations de l'exercice précédent, b € B4, b + Às € B4. 

On montre que b + À’sest une combinaison linéaire convexe de ces vecteurs. 
On pose B — À’/À, &« — 1 — B, auquel cas ab + B (b + Às) = b + À’s E Be. 

13. On fait l'hypothèse de possibilité du problème P (b + As, c), et soit s 
une direction quelconque. Il existe évidemment 4 > 0 tel que us > Às, auquel 
cas b + us=> b + Às!. Conformément à l’exer. 3, le problème P (b + us, c) est 
possible, et l'exercice précédent dit qu’il en est ainsi de P(b + ys,c) pour 
tous les 0< y< p. 

14. On suppose la direction s telle que (s, p) > 0 pour chaque p € KP°. 


Soit la représentation P = MP + KP de l'ensemble admissible du problème 
D (b, c). Le problème étant possible par hypothèse, on a (b, p) = O pour tout 


P € KP° et (b, p)>0 pour tout p E APN KP". Soient Pl, P°,...,p' tous 
les rayons extrêmes é A?” du cône polyédrique A°. On choisit un nombre À > 0 
pour lequel on a (b. pi)> — À (s, pi). i = 1,2,r. Comme tout vecteur p € KP 


s'écrit 
r l 
p= Ÿÿ p+2 pi, 
js 1 


pi € KPKP”", 
SA, 2:36. DIERF, j=4,2:.:.;l, 


ré 


avec 


DISCUSSION DES EXERCICES 247 


on a 
r T l | l | 
(b+As, p}= À (6, pt)+A À (s po +2 (, pi+ 5; As, pi). 
Par hypothèse (s, pi) > 0, (b, pi} > 0, j = 1,2,...,1, si bien que (b + Às,p}> 
> 0 pour tous les p € XP. Soit d la valeur du problème D (e, c). Il est clair que 
P, b + Às)> d quel que soit p € P. On en conclut, par le théorème 3.1, que 
(b + Às, c) (donc P (b + Às, c)) est possible. , 

Inversement, soit (s, p) <0 pour un pE KP et p* EMP. Prenons des 
vecteurs p* + up, > 0. Dans ce cas, (b + Às, p* + up) = (b, p*)+a 
{s, p*)+ Àu (s, p) (parce que (b, p) = 0). Il en résulte que la fonction économi- 
que de D (b + Às, c) n’est minorée pour aucun À et pour u tendant vers co. 

15. On prend comme s les vecteurs vi. L'exercice 14 donne (vi, p) — 
= Pi> 0, {—vt, p) = — p;> 0, 1.e. Pi = 0, i = 1, PR UE LPS pour tout p = 
= (pj, Pay +. Pm) € AP”. Cela signifie que A7 — 0 et que l’ensemble P®° 
coïncide avec le polyèdre 477”. 


16. Selon l'affirmation de l'exer. 14, (s, p}> 0 pour tous les p € K F°, La 
conséquence 1 du théorème 3.10 entraîne qu'il suffit de prouver l'égalité 


min (s, p}= min (s, pl}, 
PEPo Li<k 


1< 


avec p!, pi, ses pk les points extrêmes du polyëèdre MP, Tout vecteur p € P9 


s'écrit p = > api p,où p € KP”. Dans ce cas, 


ii 
R : k 
(s, p)= > œi (s, pl}+s, p}> D œ (s, pl}, 
i=1 i= | 


k 
d'où le résultat voulu (> a; =1,m>0,i=1,2,...,k). 


= 1 
17. Le résultat découle de suite de l’exer. 16. 
18. La théorie de la dualité fait que si le primal est possible, le dual 


min (b, p) 
A'p = c 
possède également une solution p*. Soit z° un vecteur réalisable quelconque du 
pes auquel cäs (b, p*) = (Az°, p*) = (20, A’p*) = (zx°,c).Par conséquent, 
a fonction économique reste constante sur tout l’ensemble des vecteurs réali- 


sables. 
19. La convexité de r? + x? est démontrée de même que celle d’un disque 


{voir ch. II). On démontre la concavité de Va + ze. Il suffit de vérifier la jus- 
tesse de l'inégalité 


V'azitaze+ By; +Bye > a Vzitzet BV y y 


pour tout æ > 0 et tout B> 0, & + B = 1. Tous les termes de l'inégalité sont 
non négatifs, si bien qu’elle est équivalente à 


QT + are + By + Bye > at (z1+ 22) + 208 V'(ri+ 2e) (y1 + ya) + B* (vi + ya). 
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On utilise l’inégalité de la moyenne arithmétique et de la moyenne géométrique, 
il vient que le second membre de l'inégalité à démontrer est au plus égal 
à QG“ (rs + ro) + GB (ri + re + Yi + Ye) + PE Gt Ya). Vu que a + B — 1, 


on constate que la quantité obtenue coïncide avec le premier membre. 


CHAPITRE IV 


{. On vérifie de suite que le point selle est le couple stratégique (n. n). 

2. Selon le lemme 4.2, la stratégie .° est bonne pour À si elle lui garantit 
un gain au moins égal à la valeur v du jeu contre toute stratégie pure de 2. 
L'ensemble X° des stratégies optimales de À est défini par le système 1 conditions 


A'r > Un» (r. e) = k, z > U, 


où v, est un vecteur n-dimensionnel, qui a toutes ses coordonnées égales à v, et e 
un vecteur de dimension m dont toutes les coordonnées sont 1. 

3. Le résultat découle de (4.7). 

4. Si S est un sous-ensemble isolé correspondant à À, alors N\XS est mani- 
festement un sous-ensemble isolé pour 4’. 

5. L'affirmation découle immédiatement du théorème de Frobenius-Perron. 


6. Impossible à vérifier. En effet, À — (. o)est par exemple indécomposa- 


ble et A°— ee ne l'est pas. 


7. La propriété 1) résulte de la caractéristique de À, en tant que plus grande 
valeur propre non négative de la matrice À et du fait que À et 4’ ont mêmes 
valeurs propres. 

La propriété 2) est une conséquence des faits suivants: chaque valeur pro- 
pre de la matrice Ak s'écrit Àk, À étant une valeur propre de 4; | À [< |A |. 

On procède de même en ce qui concerne 3). 

Dans le cas 4), on utilise la caractéristique de À, en tant que zéro d'une fonc- 
tion u (À) monotone décroissante (voir (4.16). On conçoit que si BX 4, 
alors la fonction associée u 8 (À) vérifie up (À) > u (à), d'où le résultat « le zéro 
ÀB de ug (À) est à droite du zéro À4 de la fonction u (à) ». 

8. On suppose À décomposable, S = N étant un sous-ensemble isolé. Quels 
que soient iES,j 6 S. il y a non-existence de la suite de l'exercice. En effet, 
cette suite doit nécessairement contenir a; ip ES, isa € S. Or. cet 
élément est nul par définition de S. 

Faisons l'hypothèse de À indécomposable et de i,, jÿ, tels qu'on ne saurait 
les relier par la suite de l'exercice. On désigne par S l’ensemble des indices qui 
forment avec i, une suite analogue. On a S  N du moment que j, & S. Si l’on 
suppose que S — &, cela signifie que la matrice À a la ligne a; nulle. ce qui est 
exclu pour une matrice indécomposable. On voit aisément que S est un sous- 
ensemble isolé car a;; — OsiieS,jé sS. En effet, si a;; > 0, la suite réunis- 
sant i, et i plus l'élément ; donnent une suite comprenant i, et j: contradiction 
avec j 6 S. La présence du sous-ensemble isolé S dans la matrice À supposée 
indécomposable constitue une contradiction démontrant notre affirmation. 


9. Comme 77 — rl (si bien que le nombre (c, r/) est égal à la vaiéur du 
problème), on a le résultat cherché sous la condition suffisante que la trajectoire 


{rt} respecte les contraintes du problème (4.26). En effet, 


tét+1" 


Azt= AATT IT = AT-U-A) CT = ot, 


t—2,3,..., TT. Ar = ATiT< mn. 
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On obtient facilement la dernière inégalité à partir des conditions du problè- 
me (4.27). 

10. On note que les variables du problème ne sont pas astreintes à être non 
négatives. Aussi les contraintes du dual sont du type égalité: 


min (x, p°) 
pt#=— A'pt, = 0 LT =: 


(pTr)= 1 pt>0, 1=0,1,2,...7T. 


La suite de la démonstration imite le texte du paragraphe. 
| 11. On vérifie immédiatement que si la matrice À est de la forme (4.27), 
alors 


A O0 O0... 0 0 
(4 0 O0 0 


où À — A4. Am 
12. On agit par l'absurde, auquel cas on trouve une suite rk telle que 


I zR [| = 1, Az << rh et un indice j. lim 2h = 0. On estime que rÀ est 
R—00 


convergente. Soit lim zrk — x. Dans ce cas. Ar°< ©, et : — 0 con- 
k — 00 


tredit la conséquence du lemme 4.5. 


CHAPITRE V 


1. L'affirmation est évidente. En effet, si Az = b, alors QAr = Qb et, 
inversement, si QAzr = @b, alors Q-1QAr = Q-1Qb, i.e. Az :: b. 

2. On fait la différence de chaque équation du second système et de l’équa- 
tion correspondante du premier: 


D Cœij—Biÿ)rj=&io—Bio € 0. 
jEw 
Les variables z;, j € w, étant libres, les égalités obtenues sont vérifiées pour z} 
quelconque, j Ë w. D'où le résultat voulu. 
3. Prenons un point rz = œ@r! + (1 — a)r*, avec 0 < a< 1. Dans ce cas, 
{,z)= a(c, x'}+ (1 —aœ)(c x) > 
> ac, xt) + (1 —aœ) (ce, °) = (ce, r°}), 
pour tout & positif. 


D'autre part, la distance de x et r° peut être aussi petite qu'on le veut à con- 
dition de prendre & assez faible : 


Iz—zl= ar +({—-az-=alz—r|— 0, 
pour a—+ 0. 
4. Soit r* € X un maximum local dans un problème de programmation 
linéaire. Faisons l'hypothèse de z* non global, i.e. on trouve un point x € X 


tel que (c. z) > (ce, x*). Selon l'exercice précédent, tout voisinage de r* renferme 
un pointr € X fois lequel (ce. x) > (ce. x*) : contradiction avec la définition d'un 
maximum local. 
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5. SilL;, = Lietzl—z3=1€L,;,ona 
Pa=z+lL=zt-l+l =z+L, = P.. 


Inversement, on suppose que P, = P,. Onazr°=z'+l,;où 1€ L,,i.e. xl — 
—2 = —1€L,, d'où + = P;,=P,=z:xt+L;, = zl+1+ L, Donc, 
Li =1!1+ L, 1.e. L = L—1= LS. 

6. Le vecteur z — 0 est un vecteur réalisable pour le problème donné. Le 
problème dual s'écrit 


min (0, p) 
A'p>c, 


si bien que la valeur d du primal est nulle, auquel cas d — 0 = (c, 0. 

7. Le problème possède un vecteur réalisable unique (1, 0, 0) qui est opti- 
mal. Si l’on prend pour base associée le système { ( a a } de colonnes de la 
matrice des contraintes, on obtient le ta- 
bleau du simplexe 
où As <0. 

8. On suppose que la direction s est 
admissible au point z°. Dans ce cas, 1) 2°+ 
+As> 0, 2) À (29 + Às) = b. On déduit 
de 1): Az + Ads = b + 14s = b, ji.e. 
MAs=0, d'où A4s=0. Si z; —0, les 
conditions À > 0 et 2) donnent s;j — 0. La 
réciproque est évidente. 

9. Soit (c,s) << 0 pour toute direction s admissible au point © et soit x € X 
un point quelconque. Le point z° + À (r — z°) est pour tout À, OS À< 1, 
dans X (X est convexe). Par conséquent, la direction s — z — x° est admissible 
en 2°, auquel cas 0 > 4(c, z — 2°) = (c, r) — (c, x), i.e. (ce, 1) > (ce, x). 
. reciproque est triviale car il s’agit de démontrer qu’un maximum global est 

ocal. 


10. Soit s une direction quelconque admissible en 2°, 6 = {j | z; = 0}. Les 
æexercices 8, 9 entraînent l'implication 


As< O0, —A4s5<0, (s, e)>0, jEo— (ce, s)< 0. 


Le théorème 2.27 dit qu'il existe dans ce cas une solution non négative au systè- 
me d'équations Au—Av—w=c, où w,=0 si j 60. On introduit la notation p°=— 
= u — vet on a l'affirmation voulue. Inversement, soit p° et w>=> 0 des vec- 
teurs tels que c — 4’p° — w, (2°, w) = 0. 

On vérifie de suite l’implication 4s = 0, (s,ei) = 0,j€0—= (c, s)< 0, 
i.e. la fonction économique décroît dans toute direction admissible en 2°. Selon 
l'exer. 9, z° est un programme optimal du problème (5.2). 

11. Si AZ O0, on prend ce vecteur pour w de l’exercice précédent parce que 
A = A'’p° —c,où p° = (4/)-lc et (A, x) = 0. 
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